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Was ist Mathematikdidaktik?

Mathematikdidaktik beschéftigt sich mit dem Lernen und Lehren von Mathematik in allen
Altersstufen. Sie sucht Antworten auf Fragen der Art:

e Was kdnnen, was sollen Schiillerinnnen im Mathematikunterricht lernen?

e Wie konnte oder sollte ein bestimmter mathematischer Inhalt gelehrt, eine bestimmte
mathematische Fahigkeit vermittelt werden?

e Welchen Einfluss haben Neigungen F&higkeiten und affektive Faktoren von
SchilerIinnnen auf ihre mathematischen Fahigkeiten?

Die Didaktik der Mathematik sucht nach Antworten, indem sie

e mathematische Inhalte aufbereitet, mit dem Ziel, sie durch adaptierte Lernumgebungen
bestimmten Lerngruppen zuganglich zu machen,

e Inhalte und spezielle Lernziele im Rahmen allgemeiner Zielsetzungen des
Mathematikunterrichts hinterfragt bzw. rechtfertigt,

e Lernvoraussetzungen und Lernprozesse erforscht sowie geeignete empirische
Methoden und theoretische Konzepte entwickelt.

Zentrale Bezugswissenschaft der Mathematikdidaktik ist natiirlich die Mathematik:

Um ihre Aufgaben zu

Stellung der Fachdidaktik erfullen, bedient sich die
Mathematikdidaktik aber
Inhalte Lernumgebungen auch der Ergebnisse und

Methoden anderer Wissen-
schaften wie Erziehungs-
wissenschaft, Psychologie,

Fach-

wissen- Fach- Lernende Soziologie, Philosophie oder
schaft sl Wissenschaftsgeschichte.
Phanomene Lemprozesse

Forschungsschwerpunkte der Abteilung

Aktuell widmen wir uns zwei langerfristig angelegten Forschungsprojekten, in denen
Studierende im Rahmen ihrer Bachelor- oder Masterarbeit mitarbeiten konnen:



1. Determinanten des Mathematischen Problemlésens

Im Rahmen einer nationalen Erweiterung zur PISA-Studie wurde festgestellt, dass
fachertbergreifendes kooperatives Problemldsen nur maRig mit Leistungspradiktoren wie
Intelligenz oder Schulnoten oder auch sozialen Kompetenzen korreliert. Wir haben analoge
Resultate fir das Mathematische Problemltsen erhalten, die wir nun durch Analyse von
Aufgabenbearbeitungsprozessen  zu  verfeinern und  zu  erklaren  versuchen.
Forschungsgegenstand sind dabei Daten aus dem Projekt MALU:

MALU ist die im WS 2008/09 erstmalig durchgefiihrte Mathe AG an der Leibniz Universitat
Hannover fiir mathematisch interessierte und verschieden begabte Fiinftklassler zur Férderung
der Problemlosefahigkeit. Es wurden dazu in allen flinften Klassen an vier hannoveraner
Gymnasien je ein allgemeiner und ein mathematischer Begabungstest durchgefiihrt und
daraufhin verschieden mathematisch begabte Kinder angeschrieben und zur Teilnahme an der
AG eingeladen. Die Problembearbeitungsprozesse der Finftkl&ssler-Paare wurden auf
Tonband bzw. Video aufgezeichnet.

Im Rahmen der Begleitforschung zum MALU-Projekt werden diese Problemldseprozesse nun
im Hinblick darauf untersucht, welche Zusammenhénge z.B. von Kooperationsverhalten und
Heurismengebrauch mit dem Problemléseerfolg bestehen.

Ach ja, das Schachbrett... In dieser MALU-AuUf-
Peter spielt leidenschaftlich gerne Schach. Er spielt so gerne gabe kénnen z.B.
Schach, dass seine Gedanken auch dann um das Spiel kreisen, Vorwarts- oder Rick-

wenn er gerade gar nicht spielt. Neulich stellte er sich die
Frage, wie viele Quadrate wohl auf einem Schachbrett zu
finden sind.

wartsarbeiten als heu-
ristische Strategien
auftreten — und auf

Versucht, Peters Frage zu beantworten! ganz unterschiedlichen

Wegen zum Ergebnis
fihren:

Eine Aufgabe — zwei grundsiitzlich verschiedene Liosungswege

Vorwdirtsarbeiten: induktiver Rackwdrtsarbeiten: ausgehend
Aufbau der Gesamtfigur von der Gesamtfiour
# Quadrate: # Quadrate
1 Suche nach
D Mustern: =77 T
Hﬂ +4 = =12 +22 =
1 +4 +0 =14 =12 422 432 Mustern \

: : = (#Quadrate aus 1 Quadrat) -
+(#Quadrate aus 4 Quadrate

+(#Quadrate aus 9 Quadraten)

12 +22 +,.., +82

= 82 479462 + . +12

Weitere Informationen zum MALU-Projekt: www.idmp.uni-hannover.de/malu.html



2 Kognitiv aktivierender Einsatz von Dynamischer Geometrie-Software

Der Einsatz von Dynamischer Geometrie-Software (DGS) ist die dritte technologische
Revolution im Lehren und Lernen von Mathematik (nach dem Siegeszug des Taschenrechners
und der zunehmenden Verbreitung von Computeralgebrasystemen). DGS erlangt zunehmend
in folgenden drei Bereichen an Bedeutung:

e bei der Vermittlung von Wissen — als Explorationswerkzeug flir den Lernenden,

e Dbei der Kommunikation von Zusammenhangen (z.B. in Form interaktiver Biicher),

e in der geometrischen Forschung — als Werkzeug zur Erkundung mathematischer
Phanomene.

Gangige DGS erlauben heute:

e das Dynamisieren schulgeometrischer (Zirkel- und Lineal-)Konstruktionen: der
Zugmodus ermdglicht es, eine erstellte Zeichnung quasistetig zu verformen, wobei ihre
konstruktionsbedingt geltenden geometrischen Eigenschaften erhalten bleiben,

e die Visualisierung der Ortslinie, die beim Ziehen an einem Basispunkt ein von diesem
abhangiger Punkt beschreibt,

e das modulare Konstruieren durch Zusammenfassen von Folgen von
Konstruktionsschritten zu einem Makro.

Diese Leistungsmerkmale von DGS erweitern gegeniiber der Papiergeometrie den

Handlungsspielraum in folgender Hinsicht:

e Im Zugmodus lassen sich geometrische Konfigurationen besser erkunden, denn er liefert
gleich eine ganze Klasse von Zeichnungen: eine Figur. Durch Analyse der Eigenschaften,
die beim Variieren erhalten bleiben, kdnnen geometrische Sétze als Invarianzeigen-
schaften entdeckt werden.

e Hinausgehend Uber die induktive Satzfindung unterstiitzt DGS mit dem Konzept der
visuell-dynamischen Beweise auf der Darstellungsebene das inhaltlich-anschauliche,
operative Beweisen im Sinne von Wittmann und Muller.

e Komplexere Konstruktionen werden erstmals durch ein Werkzeug auf der Darstellungs-
und Handlungsebene unterstiitzt: Insbesondere Modulbildung und Ortslinien fuhren zu
einer Erweiterung der Konstruktionsfertigkeiten.

e DGS dient als Werkzeug fiir gdngige heuristische Problemldsestrategien wie
Rickwartsarbeiten oder Rickfiuhrung auf Spezialfalle.

e Das Zusammenspiel von Zugmodus und Ortslinien ermdéglicht die visuelle Unterstiitzung
fortgeschrittener heuristische Problemldsestrategien, die darauf basieren, eine Bedingung
an die Losung fallen zu lassen und die Daten zu variieren.

Die folgende Zeichnung zeigt Dreiecke, die jeweils in zwei
gleichschenklige Teildreiecke zerlegt wurden: C

C P

[~

A P B A B

Frage: LiBt sich jedes Dreieck so zerlegen, oder handelt es sich
in der Zeichnung um Dreiecke mit besonderen Eigenschaften?




Mit dem neu entwickelten Konzept der Heuristischen Rekonstruktion verfiigt die Abteilung
uber ein theoriegeleitetes Verfahren, um systematisch Lernumgebungen zu entwickeln, die
den Aufbau heuristischer Kompetenzen ermdglichen, wie sie etwa in Polyas bekannter
Tabelle aus ,,How to solve it!* versammelt sind. Und wir haben ein methodisches Inventar
(z.B. die Episodeneinteilung nach Schoenfeld) zur Bestimmung des heuristischen Gehalts von
Problemldseprozessen, das u.a. zur Validierung des heuristisch rekonstruierten Aufbaus der
Mittelstufengeometrie dient, den wir zur Zeit erproben. Ziel ist dabei, durch geeignete
unterrichtliche Vorbereitung die adédquate Bearbeitung komplexer Problemldseaufgaben wie
der obigen auch fur nicht tberdurchschnittlich begabte Schilerinnen zu ermdglichen.
DGS erweist sich dabei als ein durchaus méchtiges Werkzeug, nicht nur in heuristischer,
sondern auch in mathematischer Hinsicht: So konstruierten zwei von uns beobachtete Schiler
als heuristisches Hilfsmittel die Spur der Dreiecksecke C bei einem Dreieck vom obigen
zweiten Typ:
Die entstehende Kurve ist Teil einer klassischen Kurve
(Trisectrix von MacLaurin), die auch als Werkzeug zur
Winkeldreiteilung verwendet werden kann. Der
Zusammenhang wird plausibel, wenn man sich klar
macht, dass Dreiecke vom Typ Il der Forderung
y = 2a geniigen. Ubrigens folgt daraus auch eine
Variation der Pythagoras-Eigenschaft:

a2+ab=c2
Damit schlieft sich der o.a. Kreislauf: In unserer
Lernumgebung erzeugen die Schulerinnen mit dem
heuristischen Werkzeug DGS Phanomene, deren
fachliche Durchdringung neue (elementar) mathematische Zusammenhénge offenlegen kann.

3 Multimodale Einstufung des Denkniveaus nach van Hiele

Die van Hiele-Niveaustufen sind ein geeigneter Theorierahmen, um die Entwicklung des
mathematischen Denkens entlang der Bildungskette zu beschreiben, denn sie sind einerseits
empirisch nachweisbar und andererseits inhaltlich interpretierbar. Um Lehr- und Lernprozesse
sinnvoll gestalten zu konnen, ist eine Kenntnis dieser Niveaustufen wichtig: ,,Zwei Menschen
die auf verschiedenen Ebenen denken und reden, kénnen sich nicht verstehen. Das geschieht
leider hdufig zwischen Lehrer und Schiiler* (Franke 2000).

Daher wird in der Abteilung ein multimodaler Einstufungstest entwickelt, der spater in der
Hand des Lehrenden ein praktikables Diagnoseinstrument werden soll, um Uber das erreichte
van Hiele-Level Informationen zum kognitiven Kompetenzaufbau ihrer Lernenden zu
erhalten.



Enaktive und ikonische Reprasentationsformen mathematischer Inhalte sind auf dem
Hintergrund der Brunerschen Theorie essentiell fur die Denkentwicklung — sie haben in
diesem Test folglich eine besondere Stellung, deren Einfluss auf die Validitat des Tests
zudem weiter erforscht werden soll.

Hier zwei Bearbeitungsbeispiele solcher multimodaler Aufgaben:

Aufgabe 3:  Falte aus dem gegebenen Zeitungspapierschnipsel ein Quadrat. Schreibe alle deine Arbeitsschritie in die nachstehende Tabelle.
Begriinde auch, warum dein Faltprozess wirklich zu einem Quadrat gefiihrt hat. -

# Beschreibung Erklirung / Begriindung
1 | Als erstes habe ich c_l.u.s Papier | D0 kann ich das Papier besser
<0 gefallet das die Seiten 592’:.2‘5 Lalten.

2 Danach mge ich s0 gefaltet, Um  wmehe (Lberblich zw

55 ein lawnger Papiersiveilen
Gals, Siy Lowgsr Fapiorsi haben.

Den. Tapier StceiLen habe Dami+ ein Quadrok eptsieht
ic\/\ dannt noch dreimal 33{101.{(.4 wad.  domi 4 es ldeiner ist,

* ,'llet habe nochwal HacL\ﬁEmESSQV\_ . U gucher\ obes ein
I Quadrat gewordea 1St

L |

Im Rahmen einer Pilotstudie in Kooperation mit hannoverschen Schulen wird derzeit die
Aufgabenauswahl und —présentationsform fir die endgultige Testform erprobt sowie die
Reliabilitat der Auswertungsprozedur optimiert.



