dx, dy — aus Geschichte und Gegenwart
der Infinitesimalien und Grenzwerte

Thomas Bediirftig

Geschichtsschreibung ist riickwirtsgewandte Prophetie.*
frei nach Friedrich Schlegel

Zusammenfassung. Der Text beginnt mit einem knappen Blick auf die Anfinge der Infinite-
simalien im 17. Jahrhundert. Im zweiten Abschnitt verfolgen wir das Schicksal des unendlich
Kleinen ins 19. Jahrhundert, entdecken, wie der sich abzeichnende Grenzwertbegriff aus dem
Infinitesimalen hervorgeht und die Grenzwerte die Infinitesimalien schlieflich verdréngen. Die
Riickkehr der Infinitesimalien im 20. Jahrhundert und ihre Wirkung auf grundlegende Vorstel-
lungen in Mathematik, Didaktik und Methodik sind Gegenstand eines ldngeren Abschnitts 3.
Wir schildern, woher das Infinitesimale mathematisch zuriickkommt und wie das geschieht, ent-
decken unendlich Kleines in der Schule und machen erste didaktische Bemerkungen zum Einstieg
in die Infinitesimalrechnung — im Sinne des Wortes. Wir stellen schliefslich diesen neuen, im Kern
sehr alten, arithmetischen Weg in die elementare Analysis dem Grenzwertweg gegeniiber.

Einleitung

Da Zuriickschauen in die Geschichte oft so heikel ist, wie die Zukunft vorherzusagen, habe
ich diesem Text ein Motto vorangestellt. Es erspart mir dort, wo ich aus der Geschichte
der Mathematik berichte, umstédndlich im Konjunktiv zu sprechen. Es mahnt zugleich,
griindlich zu forschen und gewissenhaft zu interpretieren.

Infinitesimalien tauchen in der Mitte des 17. Jahrhunderts auf und stammen von Pascal,
Newton und Leibniz. Ihr historischer Gebrauch geht vor allem auf Leibniz zuriick. An
ihn halten wir uns. Heute begegnen uns Infinitesimalien in der elementaren Analysis
gewOhnlich nur noch als Schreibfiguren wie dx,dy, die keine eigenstindige Bedeutung
haben.

ynfinitesimal“ bedeutet ,,unendlich klein“. Diese Auskunft {iber die alten Infinitesimalien
aber reicht nicht. Ist das Infinitesimale ,,das Kleinste“? In der Geschichte der Mathematik
und Philosophie ging es in der Tat, wenn es um unendlich Kleines ging, um ,das Kleinste",
um Atomares — bis Leibniz und Newton kamen. Mit den Infinitesimalien trat etwas Neues,
nie da Gewesenes auf:

Infinitesimalien sind unendlich klein, aber nicht atomar oder, wie es in der Scholastik
hiefs, indivisibel. Sie sind weder Atome noch Punkte.

Infinitesimalien sind Strecken wie gewohnliche Strecken und Grofen wie gewohnliche

! Der Historiker ist ein riickwiirtsgekehrter Prophet.“ Athenaeum I (1798)
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Grofen, also teilbar wie andere Kontinua, nur unendlich klein.

Leibniz widerspricht Aristoteles, der unendlich Kleines und unendlich Grofses nicht zulief,
und bestdtigt seine Auffassung des Kontinuums. Er vertieft das geometrische Kontinu-
um um das Infinitesimale und erweitert die alte aristotelische Anschauung (s. Bediirf-
tig/Murawski (2017)).

1 Der Anfang: Leibniz’ Infinitesimalien

,2Man muf aber wissen, dafs eine Linie nicht aus Punkten zusammengesetzt
ist, auch eine Flache nicht aus Linien, ein Kérper nicht aus Flachen, sondern
eine Linie aus Linienstiickchen (ez lineolis), eine Fliche aus Flachenstiickchen,
ein Korper aus Korperchen, die unendlich klein sind (ex corpusculis indefinite
parvis). (Mathematische Schriften Bd. 7, S. 273)

Zuerst begriindet dieses Zitat, was wir oben schon zur Klarung des Begriffs ,infinitesi-
mal“ bei Leibniz gesagt haben. Was aber sind diese ,unendlich kleinen Strecken“ und
sinfinitesimalen Grofsen®. Gibt es sie? Oder sind sie Einbildungen?

Sind Infinitesimalien Fiktionen?

Leibniz selbst hat von ,Fiktionen* gesprochen (,,quantitates fictitiae“, s. Knobloch (2016),
S. 36 u. S. 128). Die Bedeutung des lateinischen ,fictio® ist weit. Sie reicht von

LVorstellung” und ,,gedankliche Gestalt” bis
,Phantasie” und ,,Unsinn®.

Heute interpretiert man ,Fiktion“ gern negativ und legt die Infinitesimalien als histo-
rische Verirrung beiseite. In diesem negativen Sinne — von Fiktionen als Erdichtungen
irrealer, unsinniger oder gar falscher (fictae) Gebilde — darf und kann man bei Leibniz
nicht sprechen.

Leibniz dachte so:

,Man kann somit die unendlichen und die unendlich kleinen Linien — auch
wenn man sie nicht in metaphysischer Strenge und als reelle Dinge zugibt —
doch unbedenklich als ideale Begriffe? brauchen, durch welche die Rechnung
abgekiirzt wird, dhnlich den imagindren Wurzeln in der gewthnlichen Analy-
sis.“ (Zitiert nach Becker (1954), S. 165 ff.)

Infinitesimalien bei Leibniz sind, so meine ich, neue Idealisierungen in der alten Welt
der idealen geometrischen Kontinua. Sie bringen eine neue qualitative Dimension in die
Auffassung des Kontinuums, die die rein quantitative Erfassung durch endliche Grofen
oder Zahlen erweitert.

Wir wollen diese Interpretation weiter stiitzen und blicken auf die ,Ur-Infinitesimalien®
im alten charakteristischen Dreieck.

2Hervorhebung durch mich
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T x+dx

Abbildung: Charakteristisches Dreieck bei Leibniz

Das Dreieck in dieser Abbildung scheint zuerst wie eine Tduschung zu sein. Denn Infi-
nitesimalien kann man nicht sehen. Sie sind unendlich klein und keine wirklich ,reellen
Dinge*. Wir nehmen eine Lupe mit unendlichfacher Vergréferung zur Hilfe:

dat
T r+dr

Abbildung: Charakteristisches Dreieck bei Leibniz

Ist nicht diese gedachte Lupe jetzt Fiktion, Phantasie oder Dichtung? Ja und nein. In
seinem Aufsatz ,,Uber die Technik der infiniten Vergréferung und ihre mathematische
Rechtfertigung* hat Karl Kuhlemann (Kuhlemann 2017) gezeigt, dass die ,Unendlich-
keitslupe” mehr ist. Er beweist, dass die infinite Vergroferung fiir die Graphen stetig
differenzierbarer Funktionen, wie sie in der Schule vorkommen, eine mathematisch legiti-
me Technik ist. Vielleicht kann man es so sagen: Man kann und darf das Infinitesimale,
das Gedankliches und Ideales ist, veranschaulichen. Leibniz hat dies intuitiv getan.

Die Infinitesimalien ds, dx sind, auch wenn man sie im eigentlichen Sinne nicht ,als reelle
Dinge zugibt®, nicht nichts. Davon ist Leibniz {iberzeugt. Sie haben fiir Leibniz eine gewisse
Existenz:

,Dennoch aber werden die ds und dx nicht im absoluten Sinne ,Nichts® sein,
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da sie zueinander stets das Verhéltnis von ¢ : u bewahren, [...].*?

Infinitesimalien stehen in Verhaltnissen zueinander und werden Elemente des Rechnens.
An anderer Stelle heifst es:

,Gegeben sind auch unbestimmbare Grofen, und zwar unendlich klein und infi-
nitesimal (Dantur et quantitates inassignabiles . ..)“. (Leibniz, Mathematische
Schriften Bd. 7, S. 68)

Leibniz spricht einmal vom ,Licht“, das er in dem charakteristischen Dreieck sah. Er
entdeckte Infinitesimalien wihrend seines Paris-Aufenthalts in einem nachgelassenen Ma-
nuskript Pascals, in dem es um den Viertelkreis ging. Es waren, so meine ich, zwei Lichter.
Das eine ist die Idee der Verallgemeinerung des charakteristischen Dreiecks vom Viertel-
kreis auf beliebige Kurven, so, wie sie schon oben in den Abbildungen angewendet ist.
Das andere Licht ist das Licht der Existenz.

Wir konnen es so sehen:

Das charakteristische Dreieck ist zwar unendlich klein. Im Endlichen aber spiegelt es
sich wieder. Die Verhaltnisse der unendlich kleinen Seiten zu den endlichen Seiten
bilden eine Bricke zwischen der Realitdt der endlichen Grofien und den Infinitesi-
malien.

Diese Briicke ist der Hinweis auf eine ,Realitdt der Infinitesimalien — nicht nur eine
Art formalistischer* Existenz, die aus ihrer ,Konsistenz“ im Rechnen kommt. Es ist eine
wanschauliche Existenz".

Den geometrischen Aspekt der Infinitesimalien finden wir auch deutlich in den historischen
Postulaten von Bernoulli 1691, die er in einem Entwurf eines Lehrbuches formuliert hat
(s. Schafheitlin (1924), S. 11).

Postulat 1.
FEine Grifle, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlich kleinere
Grofle, wird weder vermindert noch vermehrt.

Postulat 2.
Jede krumme Linie besteht aus unendlich vielen Strecken, die selbst unendlich
klein sind.

Postulat 3.

FEine Figur, die durch zwei Ordinaten, der unendlich kleinen Differenz der
Abszissen und dem unendlich kleinen Stiick einer beliebigen Kurve begrenzt
1st, wird als Parallelogramm betrachtet.

Etwas eigenartig fiir heutige Ohren ist das ,unlogische Postulat 1 — und war es auch fiir
manche damaligen. Es war Anlass fiir heftige philosophische Kritik bis zur Verspottung,
die zwei Jahrhunderte andauerte.

Gegen alle Kritik, gerade auch, denke ich, durch die Kraft ihrer anschaulich-arithmetischen
Existenz, setzten die Infinitesimalien sich durch. Sie iibten eine grofse Faszination auf
die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts aus. Nicht zuletzt ihre anschaulich-
geometrische Bedeutung spielte eine wesentliche Rolle beim Siegeszug der Infinitesimalien.
Wir fassen zusammen:

3Bezeichnungen aus den Zeichnungen fiir die originalen Bezeichnungen eingesetzt, zitiert nach Becker
(1964), S. 163).
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e Nicht nur das Funktionieren, auch die (nur verborgene) Anschauung und Existenz
hatten Einfluss auf die Erfolgsgeschichte der Infinitesimalien.

Diese Erfolgsgeschichte ging im Jahr 1872 zuende. In diesem Jahr, das Jahr der Konstruk-
tion der reellen Zahlen, kam das Aus — griindlich. So griindlich, dass die Infinitesimalien
als mathematische Elemente verschwanden. Sie wurden mathematisch geldscht und gelten
heute fiir viele als Zeugen einer mathematisch finsteren Vergangenheit. In einem Lehrbuch
der Analysis lesen wir:

»|- - -] heute kann man kaum glauben, dass unendlich kleine Grofen bis in die
Zeit von Cauchy und Weierstrafs, also bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts,
zum Handwerkszeug der Mathematiker gehorten. Sie sollten |...] niemals (!)*
die Ausdriicke dy und dz als eigenstédndige Grofen verwenden.“ (Behrends
(2003), S. 237)

Wir kommentieren das nicht, sondern verfolgen die Spur der Infinitesimalien weiter. Wie
kam es, dass die Infinitesimalien eines Tages verschwanden?

2 Das Ende der Infinitesimalien.

Wer oder was hat die Infinitesimalien entfernt? Es waren die Grenzwerte. Wo kommen
die Grenzwerte her?

An vielen Stellen erldutert Leibniz die Infinitesimalien als variable, ,beliebig klein“ wer-
dende Grofsen. Das erinnert ein wenig an die Grenzwert-Propadeutik, die heute fiir den
Mathematikunterricht empfohlen wird. Genauer, erstaunlich genau, sagt es Leibniz 1701
S0:

,Denn anstelle des Unendlichen oder des unendlich Kleinen nimmt man so
grofse oder so kleine Grofsen wie notig ist, damit der Fehler geringer sei als der
gegebene Fehler, [...| .“ (Zitiert nach Jahnke (1999), S. 125)

Ist das nicht bereits die beriithmte Finitisierung des 19. Jahrhundert, die das Infinite
der Infinitesimalien finit eriibrigt? Was Leibniz hier sagt, ist in der Tat leicht in unsere
g, 0-Grenzwerte zu ilibersetzen:

,Denn anstelle des Unendlichen oder des unendlich Kleinen nimmt man so
grofe oder so kleine Grofen (), wie notig ist (< ), damit der Fehler geringer
sei, als der gegebene Fehler (< ¢), [...] .

1676 schon hatte Leibniz in De Quadratura (Knobloch (2016)) ganz Ahnliches gesagt —
150 Jahre vor Cauchy.

Die Finitisierung wird oft als eine Art Rettung gesehen, die die Analysis nach Jahrhunder-
ten fehlender Strenge im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts wieder auf feste Fiile stellte
und die philosophische Kritik verstummen liefs. Als Thomas Sonar die Formulierung in
De Quadratura las, geriet er ins Schwéirmen:

,Man stelle sich vor, das Werk wire damals publiziert worden. Dann waren den Ma-
thematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf unsicherem Untergrund erspart
geblieben.“ (Sonar (2016), S. 65)

(1) im Original
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Ist das wahr?

Wir schauen uns zwei spite Stationen der Grenzwerte in den nicht ersparten Jahrhunder-
ten an: Formulierungen von Cauchy und Weierstrak. Cauchy gilt in der Regel als Vater
der sogenannten Finitisierung des Infinitesimalen durch den Grenzwert. Bei ihm findet
man die €, -Formulierung der Stetigkeit. Cauchy 1821:

,Unter dieser Voraussetzung ist die Funktion f(z) zwischen den festgesetzten
beiden Grenzen der Verdnderlichen x eine stetige Funktion dieser Verdnderli-
chen, wenn fiir jeden zwischen diesen Grenzen gelegenen Wert x der numeri-
sche Wert der Differenz f(x 4+ «) — f(x) mit « zugleich so abnimmt, dass er
kleiner wird als jede endliche Zahl. Mit anderen Worten: Die Funktion f(z)
wird zwischen den gegebenen Grenzen stetig in Bezug auf x sein, wenn zwi-
schen diesen Grenzen ein unendlich kleiner Zuwachs der Verdnderlichen stets
einen unendlich kleinen Zuwachs der Funktion bewirkt.“> (Zitiert nach Jahnke
(1999), S. 196)

Was sehen wir? Grenzwert und Infinitesimales in trauter Eintracht. Die Grenzwertvor-
stellung erldutert das unendlich Kleine. Das unendlich Kleine verkorpert den Grenzwert.
Das eine ist das andere, nur in ,anderen Worten“.

40 Jahre spéter, 1861, 11 Jahre vor den reellen Zahlen, formuliert Weierstraf so:

JIst f(z) eine Funktion von z und z ein bestimmter Wert, so wird sich die
Funktion, wenn x in x+h {ibergeht, in f(x+h) verindern; die Differenz f(z)—
f(z + h) nennt man die Verdnderung, welche die Funktion dadurch erfihrt,
dass das Argument von x in x + h iibergeht. Ist es nun mdoglich, fiir A eine
Grenze ¢ zu bestimmen, so daf fiir alle Werte von h, welche ihrem absoluten
Betrag nach kleiner als 0 sind, f(z+h)— f(x) kleiner werde als irgendeine noch
so kleine Grofe e, so sagt man, dass dieselbe eine continuierliche Funktion sei
vom Argument |...] .-

Das ist perfekt und entspricht unserer gewohnten ¢, -Formulierung ganz.

Aber Achtung! Ich habe etwas unterschlagen. Das Zitat eben ist nur ein Torso des Origi-
nals. Was sagte Weierstral 1861 wirklich? Ich zitiere erneut und vollstindig — nach dem
1. Satz oben beginnend:

ol - -] Ist es nun moglich, fiir h eine Grenze 0 zu bestimmen, so daf fiir alle Wer-
te von h, welche ihrem absoluten Betrag nach kleiner als § sind, f(z+h)— f(x)
kleiner werde als irgendeine noch so kleine Grofe e, so sagt man,

es entsprechen unendlich kleinen Anderungen des Arguments unendlich kleine
Anderungen der Funktion. Denn man sagt, wenn der absolute Betrag einer
Grofe kleiner werden kann als irgendeine beliebig angenommene noch so kleine
Grofke, sie kann unendlich klein werden. Wenn nun eine Funktion so beschaffen
ist, daf unendlich kleine Anderungen des Arguments unendlich kleine Ande-
rungen der Funktion entsprechen, so sagt man,

dass dieselbe eine continuierliche Funktion sei |...| “® (Zitiert nach Jahnke
(1999), S. 236)

Diese Formulierung gewinnt gegeniiber Cauchy an Formalitit. Aber es ist 1861 gedanklich

SHervorhebungen durch mich
SHervorhebungen und Strukturierung durch mich
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und sprachlich wie zuvor — wie bei Leibniz 1701 und bei Cauchy 1821: Die ¢, -Vorstellung
beschreibt das unendlich Kleine — und umgekehrt. Man sagte Grenzwert und dachte In-
finitesimalien — und vice versa. Vorstellungen, die wir heute klar unterscheiden, gehorten
zusamimen.

Die Zitate lassen, wenn wir genauer hinschauen, folgendes vermuten:

Man sagte

— ,kleiner als irgendeine noch so kleine Grofe ¢ (Weierstrak), oder
— ,kleiner als jede endliche Zahl ¢ (Cauchy)

und dachte

— ,kleiner als alle £“.

Wenn wir von heute, aktualisierend, darauf blicken, erkennen wir in der letzten Formu-
) ) )
lierung die Definition von ,jinfinitesimal:

— « ist unendlich klein, wenn Ve (a < ¢€).

Was war damals offenbar noch ganz anders als heute? Die mathematische Sprache war
,hur” eine prézisere Umgangssprache. Man dachte dialogisch, nicht logisch. Die mathe-
matische Logik, deren Elemente erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts begannen, die ma-
thematischen Formulierungen zu strukturieren, gab es nicht. Heute sind sie Alltag. Kurz:
Die logische Struktur in den Formulierungen war damals weniger differenziert. In unserem
Beispiel: Die Vorstellung des Vorgebens von Elementen war nicht klar unterschieden von
der Vorstellung des Vorgegebenseins ,der Elemente”. Aus heutiger Sicht: Formulierungen
iiber Infinitesimalien und Formulierungen iiber Grenzwerte gingen notwendig ineinander
iiber.

Formalisiert, nach heutigem Standard, sieht Weierstraf’ Stetigkeit so aus:
Ve>030 >0Vh (|h| <d=|f(x+h)— f(z)|] <e).

Wenn wir hier wieder genau hinsehen, wird deutlich, dass neben der klaren logischen
Struktur in den alten Formulierungen noch weiteres, Entscheidendes fehlte.

Betrachten wir die Quantoren Ve, Vh. Was kann , Ve bedeuten, woher kommen ,alle A7
Woriiber erstreckt sich der Quantor V, wiirden wir heute sagen. Dies ist die Frage nach
klar umrissenen Definitions- und Wertebereichen. Das Problem war, sie waren unendlich —
und damals gerade dadurch nicht klar bestimmt. Unendlichkeit war potentiell und offen,
unendliche Bereiche von Gréfsen waren nicht abgegrenzt. Sie waren unbegrenzt und stetig
wie die geometrische Gerade. Das musste sich dndern:

e Die Finitisierung wartete auf die infiniten Mengen.
Die liefen nicht lange auf sich warten.
Wir skizzieren die jetzt folgenden Etappen in knappen Sitzen:

e Cantor fiihrte die unendlichen Mengen ein.

Die reellen Zahlen wurden 1872 konstruiert.

Die reellen Zahlen wurden in die geometrische Gerade projiziert.

— Die reellen Punkte auf der Geraden wurden zu den Punkten der Geraden erklart.

Die Zahlengerade war erfunden.
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Das war das Ende der Infinitesimalien. Denn neben den reellen Zahlen war auf der Zah-
lengeraden kein Platz.

e Die Infinitesimalien fielen buchstablich aus dem Kontinuum heraus.

Sie waren plotzlich Fremdkorper, die weg mussten. Cantor schreibt im Jahr 1893 an Giulio
Vivanti iiber die Infinitesimalien als

ol - -] papierne Grofen, die gar keine andere Existenz haben als auf dem Pa-
piere ihrer Entdecker und Anhénger*

und vom Infinitesimalen als dem

sinfinitdren Cholera-Bazillus der Mathematik®. (Zitiert nach Meschkowski (1966),
S. 506)

Der letzte Angriff spricht fiir sich. Wenn man an den mathematischen Platonisten Cantor
denkt, ist die erste Formulierung nicht weniger vernichtend. Seine unendlichen Mengen
waren nicht papiern, fiir ihn waren sie Elemente einer realen Welt realer Ideen. Leibniz,
Newton und alle ihre Schiiler werden zu Nominalisten gestempelt. Man realisiere die
Situation: Was Cantor seinen unendlichen Mengen, die man keineswegs als ,reelle Dinge
zugeben® muss, platonistisch zuschrieb, spricht er den Infinitesimalien ab.

Cantors Haltung gewann die mathematische Oberhand: Heute sind dz, dy aus dem Fun-
dament der Analysis verschwunden und stehen als reine Schreibfiguren nur noch auf dem
Papier.

Was musste nicht alles passieren auf dem Weg von Leibniz’ Infinitesimalien bis zu den
Grenzwerten. Es geschahen Dinge, die 1701 und noch lange danach undenkbar waren.
Wir geben wieder nur Stichworte:

Die mathematische Sprache musste mathematisch-logisch werden.
— Mengen mussten unendlich und
Funktionen infinite Wertetabellen werden.

— Der Zéhlprozess 1,2,3,4,5... musste stillstehen. Er  kristallisierte” zur statischen
Menge N = {1,2,3,4,5...}.

— Rationale Zahlen wurden Mengen von Paaren natiirlicher Zahlen.
Die Wirkung war:
— Folgen wurden Mengen.

— Die reellen Zahlen R wurde als Menge von Mengen (Klassen) von Mengen (Folgen)
von Mengen (von Paaren natiirlicher Zahlen) konstruiert.

— Sie wurden die lang gesuchten Zahlen, gegen die — als ,,Grenzwerte* — unendliche
Folgen konvergierten.

— Die Gerade wurde zur Punktmenge.
— Die anschaulich-geometrische Vollstandigkeit wurde mengentheoretisiert.
Es war ein langer Weg — und eine Revolution im mathematischen Denken.

Wir betonen: Die Grenzwerte haben ihren ,sicheren Untergrund“ erst in den reellen Zah-
len gefunden. Bis dahin hatte es zwei volle, mathematisch turbulente, Jahrhunderte ge-
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braucht.
Was hatte Thomas Sonar oben {iber Leibniz’ grenzwertartige Formulierung gesagt?

,Man stelle sich vor, das Werk wire damals publiziert worden. Dann wéren den
Mathematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf unsicherem Untergrund
erspart geblieben.*

Eine solche Aussage kann man nur machen, wenn man eine komplette Revolution iiber-
geht. Sie ist ein klassisches Beispiel ,riickwirtsgewandter Prophetie®, die auch und beson-
ders in einem populdrwissenschaftlichen Artikel nicht erlaubt ist. Einen anderen Kommen-
tar dazu lesen wir bereits im Jahr 2009. Herbert Breger hat ihn freundlich so geschrieben
(Breger (2009), S. 134):

,Was seine |Leibniz’| Differential- und Integralrechnung anlangt, so kann man
ihr nicht gerecht werden, wenn man sie mit der Brille der Mathematik der
zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts betrachtet.”

3 Die Riickkehr der Infinitesimalien

Die Infinitesimalien waren mathematisch verschollen. Im ,mathematischen Untergrund®
aber — unter Laien, in Medien, bei Schiilern, in der Physik und bei Physikern — waren sie
weiter priasent. Wir werfen einen Blick in die Schule.

3.1 Infinitesimales in der Schule

In der Schule scheinen die Grenzwerte nur geringe Chancen zu haben, wie die folgenden
Zahlen aus einer Studie aus dem Jahr 2011 (Bauer (2011)) belegen. Es geht darin um
den wohl einfachsten Grenzwert 1 und die nach der Nullfolge (1) vielleicht beriihmte-
ste Folge 0,999.... Die Frage an 256 Gymnasiasten aus den Klassen 7 bis 12 und 50
Mathematikstudierende (nach dem 3. Semester) war, ob

a) 0,999... <1loderb)0,999...=1
ist. So fiel die Abstimmung an bayerischen Gymnasien aus:
72,2% 31,6 % 3,1 % 4,3 %
a) 0,999...<1 b) 0,999... =1 | Enthaltung | ungiiltig

1—-0,999... unendlich klein | 1 — 0,999 ... =0

Die erste Spalte zeigt bei Schiilerinnen und Schiilern, tendentiell Infinitesimales zu denken,
die zweite weist auf die Grenzwertvorstellung hin.

Sieht man sich die Begriindungen fiir b) an, so sind die 31,6% zu hoch gegriffen. Denn
es handelt sich in sehr vielen Fillen um keine wirkliche Entscheidung: ,Haben wir mal
gelernt” ist der Kommentar, der keine Begriindung ist. Andere Argumente fiir die Ent-
scheidung fiir b) sind zum Beispiel

— ,Weil es fast schon 1 ist.“
- ,,0,999... =1 weil die Zahl, die fehit, so unendlich klein ist.”

und begriinden eigentlich a). Wir bemerken die ,unendlich kleine Zahl“ 1 — 0,999... in
der letzten Begriindung.
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Andere Argumentationen, z.B. gelernte Beweise iiber % = 0,333 ..., sind Scheinargumen-
tationen. Denn sie setzen voraus, was genauso wenig geklért ist. Die Gegenfrage ndmlich
wiére, warum nicht 0,333 ... < & ist (s. Bediirftig/Murawski (2015), A 2).

Schlagend fiir a) 0,999... < 1 ist das Argument
- 0,999... ist kein Ganzes,

das abgewandelt oft auftritt. Da ist jede mathematische Gegenargumentation iiber Grenz-
werte sinn- und machtlos. Grenzwerte werden von Folgen schlicht nicht erreicht, selbst in
diesem einfachsten Fall, wo der Grenzwert 1 vor den Fiifen liegt. Unendliche Folgen sind
— nicht nur fiir Schiiler - ,kein Ganzes®, sondern potentiell unendlich.

Ebenso oft tritt die Vorstellung des Infinitesimalen fiir die Begriindung von a) auf — hier
explizit:
— ,Weil es fehlt der Zahl 0,99999999... die Zahl 0,00000000000..1 um genau 1 zu
sein.”

Man beachte die infinitesimale Zahl 0, 00000000000..1.

Selbst bei Studierenden der Mathematik nach dem 3. Semester, die befragt wurden, ist
das Ergebnis erniichternd:

a) 0,999...<1|Db)0,999...=1 | Enthaltung | ungiiltig
50% 50% 0% 0%

Die Grenzwerte in den Vorlesungen Analysis I und II scheinen wenig eindriicklich gewesen
zu sein. Die Begriindungen der Studenten fiir ihre Entscheidungen fiir a) und b) dhneln
denen der Schiiler.

Das unendlich Kleine ist den Schiilerinnen und Schiilern anschaulich und arithmetisch
nicht fremd. Erfahrungen im Unterricht mit Infinitesimalien bestétigen das (Dorr (2017),
Baumann /Kirski (2016)). Dagegen haben 90 Jahre Grenzwerte und Analysis in der Schule
und ebenso viele Jahre Didaktik der Analysis offenbar wenig voran gebracht. Das Unend-
liche der Folgen, das Stetige des Strebens von Werten scheint fiir Schiiler ein offener
Prozess zu bleiben, die Kluft zum Grenzwert tief. Man denke an den langen Weg von der
urspriinglichen Intuition der Infinitesimalien zu den formalen Grenzwerten. Grenzwerte
sind der Intuition offenbar so fern, dass selbst ihr Mathematikstudium sie kaum néaher
bringt. Die offizielle Riickkehr der Infinitesimalien in Lehre und Schule, so meine ich, ist
ein Versuch wert. Unten diskutieren wir erste Schritte.

3.2 Wo kommt das Infinitesimale mathematisch wieder her?

Wir kehren in die mathematische Oberwelt zuriick. Woher kommen die untergegangenen
Infinitesimalien zuriick in die Mathematik? Wir miissen etwas ausholen.

Was war eigentlich passiert? Manches Detail der Revolution haben wir angedeutet. Wir
schauen jetzt von ganz oben auf die Mathematik und machen uns ein grobes Bild.

Die Grundlage der alten Mathematik waren Anschauung und Wirklichkeit — und Philoso-
phie, die die Begriffe lieferte. Arithmetik und Zahlentheorie auf der einen Seite, Geometrie
und Grofenlehre auf der anderen bildeten sich aus. Algebra und Analysis kamen in der
frithen Neuzeit hinzu. Im 19. Jahrhundert geschah die schon viel besagte Revolution.

Das Bild der Mathematik dnderte sich gravierend. Die Mathematik schuf sich ihre eigenen
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Grundlagen, die Mathematischen Grundlagen: Mengenlehre und Logik. Sie begriindeten
die Arithmetik. Diese sagte, was Folgen und das Kontinuum ist. Die Arithmetisierung,
die reine Mathematik, war gelungen. Eine unglaubliche Entfaltung mathematischer Ein-
zeldisziplinen setzte ein. Axiomatik, exemplarisch in den Grundlagen der Geometrie im
Jahr 1899 von Hilbert vorgegeben, bildet seitdem den Rahmen der Disziplinen, zu denen
die Mathematischen Grundlagen, Mengenlehre und Logik, gehoren. Von weit, weit oben
sieht die Mathematik heute so aus:

Funktionalanalysis =
Diff.gleichungen

Numerik
| Informatik Stochastik
3 Topologie
Diskr. Mathematik

Anschauung Philosophie
Wirklichkeit

Die Grundlagen der Mathematik sind Mathematik geworden. Die reine Mathematik er-
hebt sich iiber die unreine Wirklichkeit und Anschauung — und ist von der Philosophie
geschieden. Mathematik, frither ontologisch gebunden, ist hohere Mathematik, ist Theorie
geworden: ein theoretischer, in sich geschlossener Corpus theoretischer Disziplinen. In den
Anwendungen iiben sie eine nie da gewesene Wirkung auf die zuriickgelassene Wirklichkeit
aus. Die verlassene Philosophie steht dem Phénomen ,Mathematik® fasziniert gegeniiber.

Ausgangspunkt der grofen Entwicklung, das diirfen wir hier nicht vergessen, waren die
Infinitesimalien gewesen. Sie fiihrten die Analysis im 18. und 19. Jahrhundert in grofe
Hohen. Wir haben ihre allméhliche Mutation, so kann man es ausdriicken, zu den forma-
len Grenzwerten gesehen, die schlieflich ihre infinitesimalen Vorfahren verdringten. Die
Grenzwerte und ihre begrifflich strenge Klarung fiihrten notwendig in die neuen Mathe-
matischen Grundlagen und in eine theoretische Mathematik. Die Finitisierung miindete
in eine phantastische Infinitisierung.

Jetzt konnen wir klarer sagen, warum wir diesen Einschub gemacht haben: Die neuen
Fundamente der Mathematik, Mengenlehre und Logik, die erfunden wurden, um die un-
klaren Infinitesimalien zu entfernen, sie haben eben diese wieder hervorgebracht. Wie, das
sagen wir gleich. Wir beginnen mit einem Beispiel aus der elementaren Praxis, um einen
ersten Einblick in die neue Mathematik der Infinitesimalien zu bekommen.
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3.3 Beispiel: Integral

Zuerst die iibliche Ansicht aus der Praxis der Einfiihrung des Riemann-Integrals.

]I_ (Il iz-{—Aw b

Dies ist eine Momentaufnahme, so denken wir heute, beim Verschwinden der Az, verbun-
den mit der Vorstellung, dass sich verschwindende Rechteckflichen in ihrer Summe einer
Flache ndhern, deren Inhalt das bestimmte Integral ist.

Wir versuchen jetzt, anders zu denken — so wie Leibniz sich die Situation vorstellte. Der
Unterschied ist dufserlich minimal: Aus Az wird dz. Wir sind aber nicht in einem Prozess,
in dem Az gegen 0 strebt, sondern sind in einem festen Zustand: dx ist unendlich klein.
Wir nehmen uns wieder eine Unendlichkeitslupe und sehen unendlich schmale Streifen
der Breite dzx:

Die Summe der infinit vielen, sagen wir p, Rechteckflichen ist (bis auf einen unendlich
kleinen, reell vernachléssigbaren Unterschied) der gesuchte Flicheninhalt, das bestimmte
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Integral. Geht das? Ja, wenn man mit infinitesimalen und infiniten Zahlen rechnen lernt
(und es sich um ,gutartige“ Funktionen handelt).

Im Verein mit den reellen Zahlen bilden die neuen Zahlen den Bereich der hyperreellen
Zahlen. Einige tabellarische Notizen dazu:

e Begriffe und Bezeichnungen:
— dz heift unendlich klein, wenn Vr € R (dz < r). Wir schreiben dz =~ 0.
— x und z + dx liegen ,unendlich nah“ beieinander. Wir scheiben: x + dz ~ .
— Wir rechnen: b =a + p - dx.
— v ist unendlich groft, wenn Vr € R (u > 7). Wir schreiben g > 1.
— Beschrinkte Zahlen sind Zahlen v mit v < n fiir ein n € N.
Der Schliissel fiir den Ubergang vom Hyperreellen zum Reellen ist der
e Standardteil.

Jede beschriankte hyperreelle Zahl  liegt unendlich nah zu genau einer reellen Zahl r:
v & r. r heift der Standardteil von ~.

Damit kann man schon alles machen. Das Rechnen mit den Schiilerinnen und Schiilern
gemeinsam theoretisch zu entwickeln, ist gut moglich. Praktische Erfahrungen zeigen dies
(s. Dorr (2017). Wir gehen unten darauf ein.

Wir betrachten ein Beispiel: Der Graph oben stamme von f(z) = 2. Wir setzen a = 0.
— Dann ist xp =k -dx und b = p - dx.
— Der Flacheninhalt eines Rechteckstreifens von x; bis xj + dx ist
dv - f(xy) = dx - (2)? = do - (k- dx)?.
— Die Fliache unter der Kurve ist
S (k-dx)? - de =dx® - Y1 K

— Die Formel fiir den letzten Term ist:

P2 plptD)@2ptl)
k=1 6 :

e Rechnung:
p p
D (k-da)’do=da® Y kK =
k=1 k=1
i plp+1)@2u+1)  dop-de(p+1)-deu+1)
6 6
_drp-(devpAde)- 2dvp+dr) b (b+dx)- (20 +dx)
- . — ; —
_ b @ asbdrdrh) L L L L
6 3 2 6 3

Man kann so rechnen. Das ist mathematisch korrekt und heifst ,Nonstandard“. Es gibt
keinen Konflikt mit der iibrigen, alten Mathematik, die ,Standard“ heifst. Was hat sich
denn gedndert? Statt mit Differenzen Az rechnet man mit Differentialen dz. An die Stelle
des fremden, unarithmetischen Grenzwertprozesses tritt der arithmetische Ubergang zum
Standardteil.
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Im Kern — mit den Bezeichnungen in den obigen Abbildungen — verlauft fiir nicht-
pathologische Funktionen die Definition des Riemannschen Integrals grob so:

dx sei unendlich klein, p, die Zahl der Intervalle, sei unendlich grofs.
Dannist a+p-de =0, vy =a+ k- dx.

Der Flicheninhalt der Streifen ist dx - f(zy).

Der Flicheninhalt der Fliche unter der Kurve ist > i, f(a + k - dz) - dz.

Das Integral fab f(z)dz ist der Standardteil dieser unendlichen Summe.

Das Integral ist, so wie es historisch war, arithmetisch wieder eine Summe — bis auf die
infinitesimale Abweichung. Die Summation ist unendlich und dennoch arithmetisch be-
rechnet. Hinter der Arithmetik geht die Anschauung nicht verloren. Denn hinter dem
Integral als Summe steht die anschauliche Zusammensetzung aus den Flichen der Strei-
fen. Das macht manches durchsichtiger, wie wir weiter unten bei der Betrachtung des
Hauptsatzes sehen werden.

Wie sieht dieser Moment im Grenzwertzugang zum Integral aus? Im Integral als Grenz-
wert ist eine Summe nicht mehr zu erkennen. Die Axz-Seite der Streifen und damit die
Streifen gehen im Grenzwertprozess verloren. Das Ziel, die Fliche unter der Kurve und
der Grenzwert, ihr Inhalt, ist erreicht. Was aber bedeutet dz?

Wir kommen im nichsten Abschnitt zu weiteren wichtigen Punkten im Einstieg in die
Differential- und Integralrechnung — und nur um den Einstieg geht es. Hat man das
Handwerk grenzwertfrei, in arithmetischer und zugleich anschaulicher Weise gelernt, geht
alles so weiter wie gehabt.

3.4 Wie kommen die Infinitesimalien zuriick?

Jetzt kldaren wir das Prinzip der arithmetischen Riickkehr der Infinitesimalien. Es besteht
in einer Zahlbereichserweiterung, einer Fortsetzung also der Zahlbereichserweiterungen,
die den Mathematikunterricht von Beginn an prigen:

e R wird erweitert zum angeordneten, nichtarchimedischen Korper *R der hyperreellen
Zahlen.

Diese hyperreellen Zahlen kénnen wie oben quasi-axiomatisch eingefiihrt werden. IThre
Herkunft kann man in der Schule so wenig thematisieren wie die Konstruktion der reellen
Zahlen. Wir schildern die Herkunft exemplarisch und auf die wesentlichen Ideen reduziert.

Wie erhélt man die hyperreellen Zahlen *R? Eigentlich sehr einfach, ndmlich logisch, nach
Robinson (1961):

e Man nehme ein Nichtstandardmodell von R, der reellen Arithmetik.
Damit kann man Nichtstandard-Mathematik machen, so, wie oben angedeutet.

Ich skizziere der Vollstindigkeit halber die logische Rezeptur, die das Nichtstandardmodell
hervorbringt. Fiir die arithmetische Praxis ist die Rezeptur irrelevant.

Dies sind die Schritte zum Nichtstandardmodell:
— Man nehme den angeordneten Korper R.

— Man nehme Th(fR), das sind alle arithmetischen Satze iiber R.
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— Man nehme U =Th(R)U{0<z,l <z,2<z...}.

— Jede endliche Teilmenge von Sétzen in U ist geméifs einer Interpretation 5 mit einem
ausreichend grofen [(z) erfiillt.

— Man nehme den Endlichkeitssatz. Der sagt:

— Es gibt ein Modell 8 von ¥V =Th(R)U{0 < z,1 <z,2<z...}.

— Es gilt B = Th(R) und S(z) > n fiir alle n.

— Man nehme ‘B. 8 ist nichtarchimedisch. Den Grundbereich nenne man *R.
e Es gibt unendlich grofse und unendlich kleine Zahlen.

Die mengentheoretische Rezeptur (Schmieden/Laugwitz 1958, Laugwitz 1986) sieht kurz-
gefasst so aus:

— Man nehme R.

— Man nehme RN, die Menge aller Folgen (a,,).

— Man definiere eine geeignete Aquivalenzrelation.
— Man definiere *R als die Menge aller Klassen.

Also man wiederhole im Prinzip das, was man bei der Konstruktion von R aus Q gemacht
hat. Die Schritte der Konstruktion, die fiir die Praxis der hyperreellen Zahlen wieder nicht
relevant sind, sind diese:

— Man nehme Cof, die Menge aller cofiniten Teilmengen von N, das sind die Teilmen-
gen, deren Komplement endlich ist.

— Clof ist ein freier Filter.

— Sei (a,) ~ (b,) < {n|a, =0b,} € Cof.

— Man nehme das Ideal V' = {(¢,,) | {n|c, =0} € Cof}.
— Man nehme das Zorn’sche Lemma.

— Man nehme in der geordneten Menge aller feineren Filter als Cof einen maximalen
Filter U.

— Man nehme das maximale Ideal V.

~ Man nehme *R = RY/V;;.

~ *R = RY/V}; ist ein angeordneter, nichtarchimedischer Korper.
e Es gibt unendlich grofe und unendlich kleine Zahlen.

Das ist der Hintergrund, den man fiir die Praxis so wenig herstellen muss wie den Hinter-
grund hinter den reellen Zahlen. Die ersten vier Schritte sind interessant, wenn man eine
Verbindung zu den Grenzwerten herstellen will. Dazu machen wir unten eine Anmerkung.

Das sieht entweder sehr logisch oder kompliziert mengentheoretisch aus, basierend auf
dem Auswahlaxiom. Es geht auch ohne diesen Aufwand, in einer konservativ erweiterten
Mengenlehre. Wenn man nur genau hinschaut, bemerkt man, dass infinite und infinite-
simale Zahlen in den Axiomatiken, wie sie in der Analysis I-Lehre iiblich sind, gar nicht
ausgeschlossen sind. Sie werden nur nicht gesehen werden. (s. Kuhlemann (2018b))
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4 FErste stoffdidaktische Bemerkungen

Wir setzen den Einstieg in die Differential- und Integralrechnung fort, den wir oben mit
dem Integral begonnen haben. Wir stellen im ersten Punkt ebenso knapp das Differenzie-
ren im infinitesimalen Zugang dar und stellen ihm den Grenzwertzugang gegeniiber. Der
Begriff der Stetigkeit fiihrt uns in das Problem des Grenzwertbegriffs, das in diesem Zu-
sammenhang offensichtlich wird, und zeigt die Besonderheit des infinitesimalen Zugangs.
Wir vergleichen dann beide Zugangsweisen. In einem anschliefsenden Punkt verfolgen wir
den infinitesimalen Ansatz weiter und sehen, wie effektiv er ist, wenn es um die Diffe-
rentiationsregeln und den Hauptsatz geht. In einigen Anmerkungen, Ergdnzungen und
Ausblicken schliefsen wir den Abschnitt ab. In allem miissen wir uns sehr kurz fassen, um
den Rahmen eines Aufsatzes nicht zu sprengen.

4.1 Differentialquotient und Ableitung

Ein Bild wie das folgende ist Standard:

/\f
s
Ay
G o rn—— ~
Yd
~—Ax
o xo + Az

Das Bild deutet die iibliche Heuristik an. Die Hypothenusen von immer kleiner werden-
den Sekantendreiecken nihern sich in einem unendlichen Prozess einer Kurve, und wir
stellen uns vor, dass die Sekantendreiecke im Beriihrungspunkt der gesuchten Tangen-
te verschwinden. Zugleich, so denken wir, strebt der Differenzenquotient % gegen die
Steigung der Tangente. Das Ziel ist der Grenzwert. Mit der Punktsteigungsformel ist die
Tangente bestimmt.

Im infinitesimalen Zugang verschwinden die Sekantendreiecke nicht in einem Prozess,
sondern ,enden“ quasi in einem unendlich kleinen Dreieck, dem alten ,charakteristischen
Dreieck”, das man sich bis zum Ende des 19. Jahrhunderts vorstellen durfte, das dann
verboten wurde und heute mathematisch legitimiert ist. Die Idee des unendlich Kleinen
kommt von den Schiilern.
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LT S m—|

dax:
ToTotda

Wir erinnern daran, dass die ,,Unendlichkeitslupe®, die die unendlich kleinen geometri-
schen Verhéltnisse zeigt, kein methodischer Trick, sondern mathematisch begriindet ist
(Kuhlemann (2018)).

Heuristisch geht auch diesem Ansatz das Verfolgen eines Prozesses kleiner werdender
Sekantendreiecke voraus. Ist das unendlich kleine Dreieck aber erst einmal ,da“, braucht
der infinitesimale Ansatz den Prozess nicht mehr. Nicht allein ein reiner Zahlenwert, der
Grenzwert, ist das Ziel, der die Steigung der Tangente angibt. Das Ziel ist hier eine
,sichtbare Steigung, ndmlich die der unendlich kleinen Hypothenuse im Sekantendreieck.
Sie ist Teil der Tangente und der Kurve. — Wir erinnern uns an Leibniz, der Kurven als
Zusammensetzung von unendlich kleinen Linien beschrieb.

So verschieden das Denken ist, so wenig unterscheiden sich zunéchst die beide Zuginge
im Rechnen. Gravierend wird der Unterschied spéter, wenn es um die Regeln der Diffe-
rentiation geht. Wir wiihlen das Standardbeispiel f(z) = 2? und fiihren den bekannten
Rechenweg durch, um die Analogie zu zeigen.

Der Rechenweg im Grenzwertzugang schlieft mit einer Grenzwertbildung

Bestimmung des Differenzenquotienten:

Ay flwo+ Ax) = flzo) (20 + Ax)? — a7

Az Ax Ax
2 2 oA A 2 _ .2
:xO—ir ToAx + Ax x0:2xO+Ax.
Az

Bildung des Grenzwert:

A
lim —Z = lim (2z, + Az) = 2x,,.
Az—0 Ax Az—0

e Die Ableitung ist:
I (o) = 22,.
Der Zugang iiber Infinitesimalien dx, dy endet in der Bildung des Standardteils:

Bestimmung des Differentialquotienten:

@_ f(l'o—f-dl')—f(l'o) _ ({L‘O—I—de‘)2_$g

dx dx dx
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12 + 2z0dx + d* — 22
dx

dz ist unendlich klein:
2x, + dxr ~ 2x,.

e Die Ableitung ist:
f(x,) = 2z,.

Wir bemerken, dass wir im infinitesimalen Zugang den Differentialquotienten von der
Ableitung unterscheiden miissen.

Der Abbildung entnehmen wir dy = f(x, + dz) — f(z). Da wir mit den infinitesimalen
Differentialen rechnen kénnen, erhalten wir den

. . . d
e Differentialquotienten %
und unterscheiden davon die

o Ableitung f'(z,) ~ .

~ dx
Die Ableitung ist der Standardteil des Differentialquotienten.

f ist differenzierbar in xg, wenn es diesen Standardteil gibt.

Im Grenzwertzugang wird die Ableitung, also der Grenzwert der Differenzenquotienten,
oft auch ,Differentialquotient” genannt. Man verwendet die Bezeichnung ,,Z—Z“, obwohl dy
und dz reine Schreibfiguren sind und nur einen Erinnerungswert an die im Grenzwert-
prozess verschwundenen Differenzen Az, Ay besitzen. Der Differentialquotient, fiir den
Grenzwerteinstieg ein Relikt aus Leibniz’ Zeiten, erhilt im infinitesimalen Zugang mathe-

matisch legitimiert seine Bedeutung zuriick.

4.2 Stetigkeit

In der Frage, was ,stetig* heiftt, wird die grundsétzliche Problematik des Grenzwertes deut-
lich, und es wird versténdlich, wieso man sich auf den ,propddeutischen Grenzwertbegriff*
zuriickzieht, ja zuriickziehen muss. Weigand (2016) bemerkt, dass man den Grenzwert-
begriff im Unterricht eigentlich nur vorbereiten kann, und erdrtert die Vorbereitung und
zeigt eindriickliche Beispiele.

Stetigkeit ist das Natiirliche. Erst seit im 19. Jahrhundert das Kontinuierliche mathema-
tisch in Punkte aufgelost wurde, ist es notig, zu sagen, was ,stetig® ist. In der Schule
ist es daher schwierig, Stetigkeit zu problematisieren und Schiiler zu motivieren, sich mit
einem konstruierten Problem zu befassen. Denn Schiiler denken natiirlich, also stetig. Sie
denken weniger an Punkte in einer unendlichen Menge von Wertepaaren einer Funktion
f, sondern an die stetige Kurve. Die Kurve ist stetig, wenn sie keine ,Spriinge* macht.

,Natura non facit saltus.”
sagten die Alten seit Aristoteles. Alles andere ist pathologisch oder konstruiert.

Oder wie kann man Stetigkeit in einem Punkt bezweifeln, wenn man so denkt: ,Fine
Funktion ist stetig, wenn man ihren Graphen mit einem Bleistift ohne abzusetzen zeichnen
kann.“ Ist das peinlich, wenn man so denkt? Nein. Man denkt so, weil man es so tut.

,Punctum in processu facit lineam.“
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sagte man in der Scholastik und dachte an die Bewegung. Zeichnerisch: Man setzt einen
Punkt und zieht von ihm aus die Kurve — keine Punktemenge. Wie kann da in einem
Punkt, den man in die Kurve setzt, etwas Unstetiges sein?

Das ist die Problematik der Stetigkeit. Die Grenzwertprozesse, mit denen man auf das
kiinstliche Problem losgeht, erscheinen der natiirlichen Stetigkeit — kiinstlich von aufsen —
aufgezwungen. Hierin liegt die Ursache, dass man quasi kapituliert. Man zieht sich auf den
propadeutischen Grenzwert zuriick. Wie tut man das? In dem man an die alte, natiirliche
Anschauung der Linie und Bewegung appelliert: Man ldsst den Punkt ,fliefsen”, auf der
Linie gegen den Grenzwert ,streben oder ,nahert” sich ihm. Wir verfolgen einmal das
Streben und Nahern.

Beispiel: Wann ist eine Funktion f stetig in zy?
Anschaulich: Wenn x gegen x( strebt, strebt f(z) gegen f(xo).

Numerischer Versuch: Wenn z minimal (6) von z entfernt ist, dann ist f(z) minimal
(e) von f(x) entfernt.

Beobachtung: Ist x minimal von xy entfernt, dann gibt es 2/, das ,,minimaler entfernt
ist. Dann muss auch f(2’) ,minimaler von f(x() entfernt sein.

Das Ziel solcher Beobachtungen ist ein prilogischer e-9-Dialog zwischen Vorgabe eines &
und Suchen eines §. Das Ziel ist die logische Grenzwertfassung

Ve >030 >0Vz (|zg — x| <= |f(xg) — f(2)] <e).

Warum ist das Ziel kaum erreichbar? Das stetige Streben wurde zum Dialog. Im Dialog
liegt noch ein Prozess, der in die Definition der Stetigkeit iiber Folgen fiihrt. Von ihm
geht es weiter in die Statik, die statisch-logische V 3-Formulierung, die mit der Intuition
der Stetigkeit, des Strebens und Fliefens, weit entfernt ist. Der letzte Schritt ist grof, die
mathematischen Voraussetzungen immens. Wie gewaltig, das haben wir oben gesehen, als
wir die Erfinder des Grenzwertes, Cauchy und Weierstraf, auf ihrem Weg zum Grenzwert
verfolgten.

Es kommt noch etwas hinzu, das der Intuition der Stetigkeit eines Graphen einer Funktion
f in einem ausgewihlten Wert widerspricht. Das Ziel der Charakterisierung der Stetigkeit
iber Grenzwerte ist gar nicht die Stetigkeit in dem Punkt P = (zo, f(x()) der Kurve,
sondern bei dem Wert z, also um zy oder um P = (¢, f(zo)) drumherum.

Im infinitesimalen Zugang passiert hier etwas Besonderes. Man kann eine natiirliche In-
tuition von Stetigkeit in einem Punkt erfassen. Der infinitesimale Zugang akzeptiert die
Auflésung der Kurve in Punkte und definiert die Stetigkeit in den Punkten der Kurve. Er
erfasst die anschauliche Vorstellung

»f ist stetig @m Punkt P = (x¢, f(z0)), wenn man beim Zeichnen der Kurve in
P = (x, f(z0)) nicht absetzt.“

Wie geschieht das?
Wir sehen den reellen Punkt auf dem Graphen.

Wenn wir genauer hinsehen, sehen wir diesen Punkt als eine Monade von hyperre-
ellen Punkten.

Der reelle Punkt wird zum hyperreellen Punkt in dieser Monade:
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_________________________ y— . S R
(o) d f(iﬁo)/( P f (o) 8
Lo / o Zo
reeller Punkt P P als Monade hyperreeller Punkt P

Dass der Bleistift jetzt im reellen Punkt P nicht absetzt, bedeutet, dass der Graph inner-
halb der Monade ,keine Spriinge* macht:

e Definition:
f ist stetig in zg, wenn f(z) =~ f(x,) fir alle x ~ .
Anschaulich: Alle (z¢ + dz, f(xo + dx)) sind hyperreelle Punkte in der Monade von P.
Der numerische Versuch oben, {iber minimale Absténde zu sprechen, bekommt jetzt Sinn:

Wenn = minimal (dx) von x entfernt ist, dann ist f(x) minimal (dy) von f(xg)
entfernt.

Weierstral hatte dies (1861) so gesagt:

Wenn nun eine Funktion so beschaffen ist, daf unendlich kleine Anderungen des
Arguments (dz) unendlich kleine Anderungen der Funktion (dy) entsprechen, so
sagt man, dass dieselbe eine continuierliche Funktion sei vom Argument.”

Die infinitesimale Definition der Stetigkeit ist dquivalent zur e-9-Definition (Laugwitz
(1986), S. 126).

4.3 Erster Vergleich

Wenn man auf die vorhergehenden Gegeniiberstellungen schaut, scheint es so, als wenn
der Unterschied zwischen infinitesimalen und Grenzwerteinstieg nicht so gravierend wa-
re. Der Stetigkeitsbegriff macht eine Ausnahme. Hier aber, wie beim Differenzieren und
Integrieren, ist von vornherein gravierend:

Der Grenzwertzugang ruht weitgehend auf einer diffusen Propéddeutik des Grenz-
wertbegriffs.

Den Grenzwerten stehen unendliche Prozesse gegeniiber, die in der Regel — nicht
nur — von Schiilern als potentiell unendlich aufgefasst werden.

Zwischen den Grenzwerten und den unendlichen Prozessen klafft eine Liicke (vgl.
Bediirftig (2018), Abschnitt 4.).

Beim infinitesimalen Zugang ist das anders.
Dem infinitesimale Zugang liegt eine fundierten Arithmetik zugrunde.

Nach der Heuristik, die unendliche Prozesse beobachtet, fillt die Problematik des
Unendlichen weg.
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Der letzte Satz ist iiberraschend. Es muss vorsichtiger heifen: Die Problematik des Unend-
lichen verdndert sich. Sie wird in die Arithmetik verlagert, die aber, wenn sie erarbeitet
ist, das Problem der Unendlichkeit iiberwunden hat. Denn:

Die Unendlichkeit ist in den infiniten und infinitesimalen Zahlen arithmetisch gege-
ben.

Es geht nicht um unendliche Mengen, um unendliche Prozesse, die aktual gedacht werden
miissen. Die Zahlen, mit denen man rechnen kann, sind das Unendliche. Das ist eine andere
Situation. Die Fundierung des Rechnens, der Arithmetik ist ein wichtiger, interessanter
und auch Grundkursen machbarer Gegenstand im Unterricht. Wir gehen unten darauf
ein.

Ein anderes wesentliches Unterscheidungsmerkmal der beiden Zuginge in die Analysis
kommt aus der Anschauung — ganz abgesehen von der Problematik des Grenzwertes.
Beim Problem der Stetigkeit haben wir das schon bemerkt. Wie ist es beim Differenzieren
mit der Anschaulichkeit bestellt, die eine wesentliche Stiitze fiir den Lernenden ist. Oben
haben wir den Prozess der kleiner werdenden Sekantendreiecke angedeutet. Wir sehen uns
die beiden ,Endergebnisse” an:

di dy

: da
) LoTo+dx

Sekanten-Dreiecke Ax — 0, ,Endstation” Sekanten-Dreiecke Ax — dx, ,,Endstation

Denken wir den Prozess der Sekantendreiecke zu Ende, dann bleibt im Grenzwertzugang
anschaulich nur der Punkt iibrig, mit dem man begonnen und in dem die Tangente zu
bestimmen ist. Fiir die Schiiler, der ein Ende nicht denken kann, verschwindet die Anschau-
ung der Sekantendreiecke im Unendlichen. Was bleibt ist ein Zahlenwert, der Grenzwert,
und die Kluft zwischen Prozess und Wert: Der Prozess erreicht den Wert nicht.

Im infinitesimalen Zugang bleibt die Anschauung erhalten. Die Heuristik des Prozesses
wird mit der Idee, der Vorstellung des unendlich Kleinen abgeschlossen. Das infinitesi-
male Steigungsdreieck ist ,da“, in dem man die Steigung sehen und berechnen kann, die
Steigung der unendlich kleinen Hypothenuse, die Teil der Tangente und der Kurve ist.
— Wir erinnern uns an Leibniz, der Kurven als Zusammensetzung von unendlich kleinen
Linien beschrieb, und daran, dass es mathematisch legitim, unendlich Kleines sichtbar zu
machen (Kuhlemann 2018a).

Wenn man der Veranschaulichung einen Stellenwert im Lernprozess zubilligt, und dies tut
wohl jeder, so kann man den infinitesimalen Zugang als methodisch iiberlegen ansehen.
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Prozesse wie die problematischen Grenzwertprozesse, die mathematisch von grofier Be-
deutung sind, werden hier im Anfang der Analysis nicht gebraucht, aber sie gehen nicht
verloren.

Die Heuristik beginnt mit Prozessen, bevor sie zu den infinitesimalen Zahlen {ibergeht. Sie
bleiben im Unterricht notwendig présent, wenn es um Nédherungen geht oder um die Dar-
stellung reeller Zahlen als unendliche Dezimalbriiche (die jedoch von grofer Problematik
sind (s. Bediirftig (2018), 4.3)). Sie werden zudem interessant, wenn man die Reprisen-
tation hyperreeller Zahlen durch unendliche Folgen thematisieren will, die sich zwanglos
und fiir Schiiler interessant aus der 0,999... = 1-Frage ergibt. Am Ende liauft dies auf
die Aquivalenz von Grenzwert und Standardteil heraus (s. Lingenberg (2019)). In einer
Anmerkung zum Schluss dieses Abschnittes gehen wir kurz darauf ein.

Wir stellen jetzt die ,Endzustinde* der Veranschaulichungen des Riemann-Integrals im
Grenzwert- und infinitesimalen Zugang einander gegeniiber:

p ) t t t t 1 p Tt de !
Integral standard, ,Endstation® 0 Integral standard, ,Endstation” dx

Hier entspricht das Ergebnis im Grenzwertzugang ganz unserer Vorstellung der Fléche
unter der Kurve zwischen a und 0. Im infinitesimalen Zustand bleibt eine Differenz zu
dieser Fliche und in der Tat ist die infinite Summe der infinitesimalen Streifen hyperreell
und die reelle Fliache ,nur“ der Standardteil. Der gravierende Vorteil im infinitesimalen
Zugang, wie sich beim Hauptsatz herausstellen wird, ist, dass die Summendarstellung
erhalten bleibt, die im Grenzwertzugang verloren geht. Dort ist der Flicheninhalt ein
Grenzwert.

4.4 Differentiationsregeln, Hauptsatz, sin-Ableitung
Fiir alles weitere in der Infinitesimalrechnung” sind die Differentiationsregeln und der
Hauptsatz mafgebend.

Dort, wo der Grenzwertformalismus kompliziert, aufwendig und sensibel ist, wird der Vor-
teil des Rechnens mit Infinitesimalien sichtbar. Wir fiihren die Einfachheit des Rechnens
an der Kettenregel vor. Seien

y = f(x), z = g(y) differenzierbar,
z=p(z) =g(f(z)),
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dy = f(z +dx) — f(z) , dz = g(y +dy) — g(y) -
Dann ist fiir dx,dy # 0

Z—Z%g’( ), &~ f'(@).
dy Y folgt

9' ) - f'(x) = ¢'(f(2)) - ['().

Aus Z—
)=

(

Die Produktregel kann mit hyperreellen Zahlen schlicht errechnet werden, ohne den {ibli-
chen Kunstgriff, den man in der Herleitung mit Grenzwerten braucht.

Seien
u= f(z), v = g(x) differenzierbar,
z=h(zx) = f(z) g(z) =u-v,
Wir rechnen wie Bernoulli 1691 (s. Schafheitlin (1924), S.12):
(u+du)-(v+dv)=u-v+du-v+u-dv+du-dv.
dz = (u+ du)(v + dv) — uv = udv 4+ vdu + dudwv, also fiir dx # 0

o N(z) ~ £ =uf + v+ dufl = f(z)g'(x) + g(2)['(x) + dug'(z) = f(z)g'(x) +
g(x) f'(x),

da g(z) differenzierbar, also ¢'(z) reell ist.

Eine wesentliche Rolle fiir alles weitere spielt der Hauptsatz, dessen Aussage im infinite-

simalen Zugang elementar sichtbar Wll"d/
f

G | ——

T x+dx

Wir sehen
dF = F(x +dz) — F(z).
Da f im Intervall [z, x 4+ dz| bis auf einen infinitesimalen Fehler konstant ist, ist
dF =~ f(z) - dx
also

o Fliz) =~ ~ f(x).

Diese Argumentation finden wir in einer Aufgabenbearbeitung durch einen Schiiler im
Unterricht von J. Dorr (Dérr 2015, S. 46). Eine grundsétzliche arithmetische Vorsicht aber
ist geboten, da die Relation &~ bei Division durch infinitesimale Zahlen nicht notwendig
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erhalten bleibt. Wenn wir ndher auf das Rechnen mit hyperreellen Zahlen eingehen, wird
das ansprechen. Die Rechnung hier aber ist korrekt, wie man wieder sieht: Ist f stetig
und dy = f(x + dz) — f(z), so ist das Rechteck dy - dz grofer als der infinitesimale
Fehler, der Dreiecksinhalt D = dF — f(z) - de. Mit D < dy - dx, also 2 < dy ist

dx
Fla) s 4B = J@AD o gy,

Im Grenzwertzugang ist der Beweis sehr viel schwieriger. Kern des Beweises ist auch
dort die ,Idee* ((Behrends (2003), S. 95), die oben schon der Beweis ist, ndmlich die
Betrachtung von dF. In (Behrends (2003)) z.B. finden wir ein ganz #hnliches Bild wie
oben, das Bild 6.25. Hier heifit es, dass dF sich ,nur unwesentlich von einem Rechteck
mit den Seitenlingen dz und (f(z)“ unterscheidet. ,Die prézise Ausfiihrung der Idee
macht keine grofsen Schwierigkeiten. heiflt es dort — und geht dann doch iiber mehr als
eine Seite umstindlicher Abschitzungen. In (Behrends (2003)) steht A statt dz und ,nur
unwesentlich verschieden® heifst ja soviel wie ,,~“.

Als besonderes Beispiel der Effektivitit des Infinitesimalen, das man mit der Unendlich-
keitslupe sichtbar machen kann, betrachten wir die Ableitung der Sinusfunktion. Dieses
Beispiel samt Begriindung finden wir im Buch (Wunderling (2007), S. 281), die allgemeine
mathematische Legitimation gibt Kuhlemann in (Kuhlemann (2017)).

z-Achse

infinite Vergréfierung

0 1
0

Da in der infiniten Vergroferung der Kreis lokal gerade wird,

e sehen wir: sin'(z) ~ % = cos(z).”

4.5 Zur Arithmetik der hyperreellen Zahlen

Die Idee des unendlich Kleinen, des Infinitesimalen, ist im Unterricht schnell da.® Nur, was
heift unendlich klein? Das kann man nicht vorgeben, sondern gemeinsam im Unterricht
diskutieren und wvereinbaren. Ein anregender Einstieg konnen die historischen Postulate
von Bernoulli sein, die wir im 1. Abschnitt angegeben haben. Das

Postulat 1.
Eine Grifle, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlich kleinere Grifse,
wird weder vermindert noch vermehrt.

Tygl. Kuhlemann (2017), S. 3

8Ich verweise hier und fiir das Folgende auf (Dérr (2017)). Neue Unterrichtsversuche in Grundkursen,
iiber die auf der Fortbildung ,dx,dy — Einfilhrung in die Analysis ohne Grenzwert (ILF Mainz Nr.
191502001) berichtet wurde, bestétigen dies und die weiteren Hinweise auf die Praxis.
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fordert zur Diskussion heraus. Wie ist das gemeint? So kann man es (heute) nicht sagen.
Wie dann?

Was wir kennen, ist endlich klein, sehr klein vielleicht, aber wir finden, da wir im Re-
ellen archimedisch denken, immer Kleineres. — An Zahlenbeispielen kann man die Frage
demonstrieren. — Was soll dann ,unendlich klein“ bedeuten? Auch hier gibt es schnell
Vorschlige:

,Unendlich klein“ ist ,kleiner als jede Zahl“.
Eine unendlich kleine Zahl ist kleiner ist als alle bekannten Zahlen.

Eine unendlich kleine Zahl « ist grofer als 0, aber kleiner als alle positiven reelle
Zahlen r.

« ist infinitesimal, wenn gilt: & > 0 und « < r fiir jedes r € R, r > 0.
Es geht um Zahlbereichserweiterung (vgl. Dorr (2017), Folien 19 bis 28).

dx ist eine neue Zahl, unendlich klein: dx ist unendlich nah bei 0, und nicht 0, 2z + dx ist
nicht 2x, aber 2x + dx ist unendlich nah bei 2z. 2x ist der Standardteil von 2z 4 dz. Das
ist die entscheidende Vereinbarung und die zentrale Bezeichnung:

dr ~ 0, 2x + dx ~ 2.

Diese neue Relation zwischen den neuen Zahlen, speziell zwischen den neuen und alten
Zahlen, muss untersucht werden.

Schnell ist klar:
ﬁ > r fiir jedes r € R. Es gibt unendlich grofse Zahlen 2. Wir schreiben € > 1

Die neuen Zahlen sollen die unendlich grofsen, die unendlich kleinen, die alten reellen Zah-
len zusammen und dazu alle algebraischen Verkniipfungen untereinander sein. Es entsteht
“R, der angeordnete Korper der hyperreellen Zahlen.

Im Folgenden sprechen wir der Kiirze halber nur von reellen oder hyperreellen Zahlen, die
Null oder gréfser Null sind.

Ist, wenn dx unendlich klein ist, auch dz + dx unendlich klein? Also: Ist 2dx kleiner r
fiir alle 7 Klar: Ist irgendeine beliebige reelle Zahl r gegeben, dann ist 2dz < r, weil
dr < 5 ist, da 7 eine reelle Zahl ist. Sind dz und dy unendlich klein, dann ist auch dx +dy
unendlich klein. Denn ist z.B. dy < dx, dann ist dx + dy < 2dx und 2dz < r fiir alle r,
wie eben gezeigt. Die gleiche Argumentation wie fiir 2dx zeigt

Ist a eine reelle Zahl, dann ist a - do < r fiir alle 7.

Das steht alles schnell da. Fiir Schiiler braucht es dafiir dennoch manches Nachdenken,

manches schriftliche oder gedankliche Experiment und die Diskussion. In den Folien in
(Dorr (2017)) ist das deutlich sichtbar.

Zentral fiir die Beziehung zwischen alten und neuen Zahlen ist die Eindeutigkeit des
Realteils. v sei eine neue Zahl. Sie soll beschrdnkt, d.h. kleiner als eine reelle Zahl sein.
Kann es sein, dass es zwei reelle Zahlen 7, 7o mit v =~ 1,y = r9 gibt? Dann wire ry ~ ro,
also ;1 — ro &~ 0 unendlich klein. Dem widerspricht, dass ;1 — r9 eine reell Zahl ist.

Wenn a~  ~ v, zB. a+dzr = und g+ dy = v, dann ist o« + dz + dy =, also o = 7.
~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Der Rest dessen, was wir zum Rechnen sagen miissen, ergibt sich aus dem Bestreben, die
neuen Zahlen und das alte Rechnen systematisch miteinander zu verbinden. Wir kénnen
das in Verkniipfungstafeln darstellen, deren Felder jedoch in manchen Fillen nicht ein-
deutig belegt werden kann. — Die nicht infinitesimalen und nicht infiniten Zahlen nennen
wir endlich oder finit. In den Eingangszeilen und -spalten stehen die Groéfenordnungen
der Zahlen.

| + [ un. klein | endl. | reell [ unendl | | — [[ un.klein | endl. | reell | unendl |
un. klein un. klein endl. endl. unendl. un. klein un. klein endl. endl. unendl.
endl. endl. endl. endl. unendl. endl. endl. endl. endl. unendl.
reell endl. endl. reell unendl. reell endl. endl. reell unendl.
unendl. unendl. unendl. | unendl. | unendl. unendl. unendl. unendl. | unendl.
| . [[ un. klein | endl. [ reell [ unendl. | | : [[ un.klein | endlich | reell [ unendl. |
un. klein un. klein | un. klein | un. klein un. klein unendl. | unendl.
endl. un. klein endl. endl. unendl. endlich unendl. endl. endl. un. klein
reell un. klein endl. reell unendl. reell unendl. endl. reell un. klein
unendl. unendl unendl. unendl. unendl. unendl. | unendl.

In den nicht ausgefiillten Feldern muss man von Fall zu Fall entscheiden. Es ist z.B.
dx - é = 1, also eine infinitesimal Zahl mal einer infiniten Zahl eine endliche Zahl. Ist
das immer so? Was ist mit dizy oder %? Im Infiniten und zwischen Infinitem und

Infinitesimalen treten unterschiedliche Ergebnisse auf.

Im Unterrichtsgang tauchen lokal Fragen des Rechnens auf, die man dort aktuell diskutie-
ren kann. Eine zusammenfassende Klarung der Arithmetik der hyperreellen Zahlen sollte
irgendwann sein. Dies, die arithmetische Grundlage zu legen, ist eine interessante und
anspruchsvolle Aufgabe, die gemeinsam mit den Schiilern bewiltigt werden kann.

Nicht addquat bewéltigt wird in der Regel, das sei hier wieder bemerkt, der Grenzwertfor-
malismus, da die Grenzwertsitze im Unterricht auf einen unklare propadeutischen Begriff
zuriickgefiihrt werden — und wohl werden miissen, wie wir oben gezeigt haben.

4.6 Erganzungen

Wo ist eigentlich die 0,999 . .. geblieben? Sie fiihrt in eine andere Richtung, in die Anféinge
der Konstruktion der hyperreellen Zahlen und auf den Weg vom potentielle ins aktual
Unendliche.

Bei der 0,999.. .-Frage anzukniipfen, ist interessant. Denn man ,sieht“ quasi, dass es
unendlich Kleines gibt. Die Frage, ob 0,999... kleiner oder gleich 1 ist, ist fiir Schiiler in
der 11. Klasse langst nicht entschieden, selbst wenn sie ,,0,999 ... = 1 mal gelernt“ haben.
Fiir den Lehrer ist es interessant, weil er es vielleicht war, von dem sie es ,mal gelernt”
haben. Er muss gestehen, dass es auch anders sein kann, wie es anders sein kann, dass
man anders rechnen kann, dass 0,999... <1 und 0,999... =1 ist — und beides Theorie.
Letzteres muss man gar nicht sagen, da es klar wird: Mathematik ist, wie ein Schiiler
oben schon argumentierte, nicht die Wirklichkeit, da sie so und anders sein kann. Genau
hier setzte ihr Unterricht an und hieriiber berichteten Christine Hahn und Volkhardt
Fuhrmann (Speyer) in einer Lehrerfortbildung 2019 (ILF Mainz, Nr. 19i502001).

Wie groft konnte der Unterschied zwischen 0,999 ... und 1 sein? ,Unendlich klein.” Das
haben wir oben schon gehdrt, von der <- wie von der =-Fraktion — und man wird es im
Unterricht garantiert héren. Aber wie grof genau?

Dazu gehort nun die genauere Diskussion. Was ist denn 0,999 ...7 Was heifst es, 0,999. ..
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mit 1 zu vergleichen? Wie grofs ist die Differenz? Ist sie unendlich klein? Was heifst ,jun-
endlich klein*?

4.6.1 0,999... < 1.

Was ist 0,999...7 Gab es schon Folgen und Reihen im Unterricht? Wenn nicht, dann ist
hier ein Ansatzpunkt.

Was heifst es, 0,999... mit 1 zu vergleichen? ,Da man aber unendlich viele 9er Stellen
hintendran stellen kann, ist diese Zahl immer kleiner als 1.“) sagt ein Schiiler. Bei jedem
,Hintendran-Stellen“ machen wir im Prinzip den Vergleich. 0,999 ... mit 1 zu vergleichen,
heifst:

0,9 mit 1, dann 0,99 mit 1, dann 0,999 mit 1; ...zu vergleichen,

also eine unendliche Folge von Vergleichen anzustellen. Wir vergleichen zwei unendliche
Folgen

(0,9;0,99;0,999;...) und (1;1;1;...).
Da
0,9<1; 0,9 < 1; 0,999 < 1; e

also jedes Glied der ersten Folge kleiner ist als das entsprechende Glied der zweiten Folge,
ist in natiirlicher Weise

(0,9;0,99;0,999;...) < (1;1;1;...).

Die erste Folge der Partialsummen ist 0,999 ..., (1;1;1; ...) eine besondere Schreibweise
fiir 1.

e Also gilt 0,999... < 1.

Diese Art von Vergleich fiihrt genauso zum Ergebnis 0,333... < %

Hier tritt das Problem der unendlichen Folgen, der Unendlichkeit, auf und gibt den An-
lass, explizit zu machen, was man immer schon unausgesprochen tut. Man verwendet
unendliche Dezimalbriiche, periodisch und nichtperiodisch, man spricht iiber N, Z und Q.
Hier operiert man mit unendlichen Folgen und verwendet sie als mathematische Objekte,
so, als wenn sie fertig, abgeschlossen wéren. Aus der potentiell unendlichen Folge

(0,9;0,99;0,999; ... wird die aktual unendliche Folge (0,9;0,99;0,999;...)
, die man mit ) abschliefst. Englisch schreibt man ,ehrlicher und allgemein fiir Folgen:
{ai;as9;a3;... }.

Es ist paradox, aber man kommt nicht daran vorbei, so zu denken Die Piinktchen ,,.. .
sagen, dass es immer so weiter geht, ohne Ende. } oder ) setzt das Ende.

¢

Nicht so denken kann man iibrigens, wenn wir iiber unendliche nichtperiodische Dezimal-
briiche sprechen, etwa iiber v/2 = 1,1414213.... Was sagen die Piinktchen ,,...“ dann?
Nichtperiodisch sagt: ,nicht so weiter und das ohne Ende. In (Bediirftig (2018), im Punkt
4.3) wird dieser ,Kunstgriff diskutiert, der das Denken (nicht nur) der Schiiler {iberfordert
und ignoriert.

Notwendig, wenn es nicht schon viel frither im Unterricht geschehen ist, wird das Bewusst-
sein, dass wir mit unendlichen Mengen zu tun haben, wenn wir jetzt beginnen, mit Folgen
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zu rechnen.

4.6.2 Wasist a=1-0,999...!

,1—0,999 ... heikt ,(1;1;1;...) — (0,9;0,99;0,999;...)“. Wir rechnen:

(1,0; 1,00; 1,000; 1,0000; ...)
— (0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...)
(0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ...).

Das ist die Folge

1. 1 1 . 1 .
( 107 100° 1000 10000 )
Ergebnis:
a=1-0,999... = (0,1;0,01;0,001;...) = (35 7023 708: - - )-

Wir sehen: Wir kénnen « nicht als unendliche Dezimalzahl schreiben. « ist eine neue,
nicht reelle, Zahl.

4.6.3 Wie grof ist a?

Zuerst:
Es ist a > 0, da
(0,1;0,01;0,001;...) > (0;0;0;...).
Denn jede Stelle der ersten Folge ist grofser als jede der zweiten.
Und:
« ist unendlich klein.
Was soll das heifsen?

Es geht darum, Vorstellungen zu dufern und mathematisch zu formulieren. Es wird darauf
hinauslaufen: Unendlich klein heifst ,Kleiner als jede Zahl.“ Genauer: ,Kleiner als jede
bisherige Zahl.” Es geht ja um neue Zahlen.

,Kleiner als jede Zahl, die wir uns ausdenken konnen.“ So begriindet A. Beutelspacher in
(|?], Frage 61) die ,Tatsache“ 0,999... = 1 . Mathematisch ausgedriickt und allgemein
fiir Folgen: Ve > 0 3N Vn > N (|1 — a,| < €). Das ist das klassische Grenzwertargument,
das das unendlich Kleine heute noch weitgehend eliminiert, Cauchy und Weierstrafs aber
nicht hinderte, eben dies zugleich zu denken.

Hier liegt die Herausforderung, nicht fiir Schiiler, aber fiir uns und unsere Grenzwertbio-
graphien. Wir denken uns nicht nur eine Zahl aus, sondern wir haben sie ,gesehen“: . Sie
unterlauft jedes reelle ¢, ,das wir uns ausdenken kénnen“. Das ist — noch — Behauptung.

Damit ist klar, was unendlich klein heifsen soll:
« ist unendlich klein, wenn « < € fiir alle reellen € > 0 ist.
Oder
« ist unendlich klein, wenn o < 10% fiir alle natiirlichen Zahlen n ist.
Wie beweisen wir das?
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o< 15,
da (L. Lo ) (L. L.l

107 1027 105" 107 107 10°
Denn bis auf das erste sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die entsprechen-
den der zweiten Folge.

da( Lol ) < (kL ),

10° 1027 103> 1027 1027 102>
Denn bis auf die ersten beiden sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die
entsprechenden der zweiten Folge.

o <

103’
da (10’ 1(1)27 1(1)37"-) < (%Sﬁ;ﬁ;---) .
Denn bis auf die ersten drei sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die ent-
sprechenden der zweiten Folge. usw. usf. .... Also
a < 1_m fiir jedes feste i,
da ( 0,152,...1%1-;101-%;...) < (%Oi;%oi;%oi;...).

Denn bis auf die ersten ¢ sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die entspre-
chenden der zweiten Folge.

Ergebnis: Nicht alle, aber fast alle Folgenglieder von « sind kleiner. Das ist der Ansatz
einer Definition der <-Relation in der Konstruktion der hyperreellen Zahlen iiber Folgen
reeller Zahlen (s. Laugwitz (1986), Kap. 2). a “unterlduft* quasi jede negative Zehnerpo-
tenz. Hier liegt die anschauliche Motivation, die diese theoretische Festlegung nahelegt.

Wir geben noch zwei Beispiele aus der Konstruktion und rechnen ein wenig, verfolgen
diesen Weg aber nicht weiter, auf den wir durch unsere 0,999 ... Frage gefiihrt wurden.

4.6.4 Wie rechnet man?

Auch

1.1.1,

w:(1,2,3,...)

ist unendlich klein. Die Argumentation ist analog zu der fiir a.

Hier wird die Herausforderung fiir den Standardmathematiker iiberdeutlich. Die Nullfolge
unter den Nullfolgen — (1;3;5;...) = (= — ist keine Nullfolge mehr, und mit ihr fast alle®
Nullfolgen.

Neben den unendlich kleinen Zahlen gibt es unendlich grofte Zahlen.

e O =(1;2;3;...) ist unendlich grof,
denn offenbar ist (1;2:3;...) > (n;n;n;...) fiir jedes n — die néichste, aber gleiche Her-
ausforderung: Die Archimedizitéit ist aufgehoben.

Wenn man verniinftig festlegt, wie dividiert wird — jedes Glied der Dividenden-Folge durch
das entsprechende Glied der Divisor-Folge —, ist klar:

=1
w=g-
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Auch im Bereich des unendlich Kleinen und Grofen kénnen wir Zahlen vergleichen. Es
ist z.B.

a < w,
oder

(1;2;3;..)=Q<Q+1=1(2;3;4;...),
wie man sofort sieht, wenn man die zugehorigen Folgen hinschreibt.
Und noch eine Ubung: Was ist das arithmetische Mittel

Schliefslich berechnen wir das arithmetische Mittel von 0,999... und 1:

0,999...4+1
2

berechnen. Es ist
(0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...)
+ (1,0; 1,00; 1,000; 1,0000; ...)
(1,9; 1,99; 1,999; 1,9999; ...).

Weiter ist

0994l = (1,9;1,99;1,999;...) : (2;2;2;...) =
(1,9:2;1,99:2;1,999:2;...) = (0,95;0,995;0,9995; .. .).

Wir stellen fest
e 0,999...<(0,95;0,995;0,9995;...) < 1

und bemerken, dass im Bereich der hyperreellen Zahlen feiner unterschieden wird — iiber
das Messbare hinaus. Zwischen 0,999... und 1 liegen unendlich viele hyperreelle Zahlen.

Abschliefsend bemerken wir, dass wir im Schreiben etwas grofziigig waren. Wir haben
mit Folgen gerechnet, und die Ergebnisse sind auch alle korrekt. Eigentlich aber héitten
wir mit Klassen von Folgen rechnen miissen. Unsere Folgen oben reprisentieren diese
Klassen. Im Bereich der reellen Zahlen geht man iibrigens nicht anders vor, wenn man
etwa V2 - V3 = /6 wirklich beweisen will. Man wihlt Repréasentanten und zeigt die
Reprisentantenunabhingigkeit.

Wir bemerken noch, ohne es auszufiihren, dass in dem Rechnen mit Folgen immer auch
die Grenzwerte im Gepéck sind. Die Folgen, besser die Klassen von Folgen, sind in der
Konstruktion von *R hyperreelle Zahlen. Thr Realteil sind die Grenzwerte dieser Folgen.
Nehmen wir das simple Beispiel 0,999..., d.h. die Folge (0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...)
. Sie repréisentiert eine hyperreelle Zahl. IThr Realteil ist 1, der Grenzwert der Folge (0, 9;
0,99; 0,999; 0,9999; ... ). Wilfried Lingenberg stellt den Zusammenhang zwischen Realteil
und Grenzwert in (Lingenberg (2019)) systematisch dar.

Der Zusammenhang bietet die Chance, Grenzwertsitze elementar zu beweisen, die sonst
erheblichen Aufwand und komplizierte e-9-Abschéitzungen erfordern. Beispiel:

Wenn (a,,) gegen a # 0 konvergiert, dann konvergiert (i) gegen L.

Wenn (a,) gegen a konvergiert, reprisentiert (a,) eine endliche hyperreelle Zahl
a 4+ o &~ a mit infinitesimalem «.

Wir rechnen: (i) = (a—ln) Also ist (a—ln) ==~

11 _ _a
Denn " ara = oTraa ~ 0.
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Wir beschreiben den Weg in die Konstruktion der hyperreellen Zahlen nicht weiter und
verweisen auf (Bediirftig/Murawski (2019, Kap. 6). Wir brauchen diese Konstruktion im
Unterricht auch nicht, ebenso wenig, wie man die Konstruktion der reellen Zahlen braucht.
Aber ein kleiner Einblick wie der vorgestellte, ausgehend von der 0,999 .. .-Frage, kann
reizvoll sein und effektiv fiir die Idee des unendlich Kleinen, des unendlich Grofen des
aktual Unendlichen — und nicht zuletzt fiir die Idee des Grenzwertes.

4.7 Kurze Bilanz

Wir haben nur Andeutungen machen kénnen und wollen dennoch versuchen, eine didak-
tische Bilanz fiir den arithmetischen Zugang in die Anfinge der Analysis zu ziehen — im
Vergleich mit dem Grenzwerteinstieg. Wir haben in einigen Stationen Vergleiche schon
angestellt und bemerken noch einmal, dass wir dafiir pladieren, Grenzwerte und Infinite-
simalien zuzulassen. Auch wenn sich die Wahl der Schiiler zu der Seite der Infinitesimalien
neigen sollte, was ich fiir naheliegend halte, wird der ,propideutische Grenzwertbegriff*
zumindest eine Stirkung erfahren.

Das hyperreelle Rechnen nicht zu lehren, sondern zu entwickeln, zu vereinbaren und zu
lernen, ist sicherlich aufwendiger, als mit einem propddeutischen Grenzwertbegriff einzu-
steigen, der kein Begriff ist, sondern auf unklare Intuitionen und Beschreibungen baut.
Dafiir bietet das Rechnen mit den neuen, den hyperreellen Zahlen eine sichere und an-
schauliche Grundlage fiir alles weitere.

Das neue Rechnen ist ein interessantes Thema im Unterricht, das die Schiiler weitgehend
mitgestalten und diskutieren kénnen. Sie erfinden selbst eine Theorie und verwenden sie,
um Anderungsraten, Steigungen, Flicheninhalte und Bilanzen zu erkunden. Sie steigen
mit einem selbstgemachten, daher nachhaltigeren Riistzeug in die Anfinge der Analysis
ein. Die technischen Vorteile dieses Einstiegs sind uniibersehbar, wenn wir an die Differen-
tiationsregeln und den Hauptsatz denken. Wesentlich ist, dass das Rechnen durchgehend
von einer Anschauung begleitet werden kann — aber nicht muss. Die lehrreiche, aber kom-
plizierte Anschauung etwa bei Differentiationsregeln (s. Wunderling (2007)) kann durch
einfaches Rechnen abgelost werden.

Die Anschauung, die auch genauso am Anfang des Grenzwertzugangs steht, 16st sich je-
doch im Prozess der Grenzwertbildung auf und geht so als Hintergrund fiir die Begriffe
weitgehend verloren. Die Grenzwertsétze bleiben so propadeutisch wie der Grenzwertbe-
griff selbst. Die Ableitungen von Regeln der Differentiation laufen Gefahr, zum reinen,
unverstandenen Formalismus zu werden.

Diesem Vergleich wird sich niemand wirklich verschliefen kénnen. Dennoch gibt es Ge-
genstimmen, die an dem Grenzwertzugang festhalten.

In der Diskussion sieht es oft so aus, als ob es entweder um Infinitesimalien oder Grenz-
werte ginge. Es geht nicht um einen ,geeigneten Ersatz* (Hischer (2017), S. 35), nicht um
den ,Verzicht auf den Grenzwert?“, nicht um ,Grenzwert vs. Nonstandardanalysis?* oder
~Reelle Zahlen vs. hyperreelle Zahlen?“, so die Absatziiberschriften in (Hischer (2017), S.
32 -35). Damit fillt die Argumentation in sich zusammen — ganz abgesehen von Unter-
stellungen und sachlichen Fehlern. Horst Hischer schreibt z.B.: | Die ,hyperreellen Zahlen®
bestehen aus allen finiten (also reellen) und allen infinitesimalen und infiniten Zahlen.”
Das ist fundamental falsch: Die finiten Zahlen sind nicht die reellen. Es zeigt, dass der
Autor erste einfache Dinge iiber die hyperreellen Zahlen nicht weifs. Er ist nicht qualifi-
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ziert, etwas Relevantes iiber den infinitesimalen Zugang zu sagen.? Es geht auch nicht um
Jdeenrettung* (Hischer (2017), S. 35), da die Idee des Grenzwertes durch Infinitesimalien
gar nicht gefihrdet ist. Das Gegenteil ist der Fall: Der Grenzwertbegriff kann, wie wir
sahen, eine Stirkung erfahren durch den neuen Aspekt des Realteils in den hyperreellen
Zahlen. Im schon zitierten Aufsatz (Lingenberg (2018)) lesen wir iiber die Aquivalenz von
Realteil und Grenzwert — unter dem Gesichtspunkt der Konstruktion der hyperreellen
Zahlen aus reellen Zahlenfolgen.

Wir haben gesehen, wie Infinitesimalien und Grenzwerte historisch lange Zeit miteinander
verbunden waren. Manche Formulierungen historischer Mathematiker wie Leibniz, Cauchy
und Weierstrak erinnern an die propddeutisch formulierten Grenzwerte im heutigen Un-
terricht. Wir konnen nicht erwarten, dass Schiiler Infinitesimalien und Grenzwerte gleich
begrifflich trennen konnen. Mathematische Logik und Mengenlehre gab es damals in der
Mathematik nicht und gibt es heute in der Schulmathematik nicht. Eine Unterscheidung
in der Schule ist daher nicht méglich. Man muss und kann, und das ist eine Chance, mit
beidem rechnen — im doppeltem Sinne.

5 Schluss

Was bringt Nichtstandard? Warum soll man die Seiten wechseln?

Warum Nonstandard?

Es geht nicht darum, die Seite zu wechseln. Es geht darum, Nonstandard einzubeziehen,
Standard um Nonstandard zu erweitern. Wir haben im Elementaren gesehen, wie effektiv
das sein kann. Der Einstieg in die Analysis kann anders werden. Er muss nicht durch
die offenbaren Schwierigkeiten mit den Grenzwerten belastet sein. Grenzwerte, die man
aus Griinden der Vorbereitung auf das Studium und der in Grenzwerten geschriebenen
Analysis nicht eriibrigen kann, bekommen in den Infinitesimalien ein Gegeniiber — etwa
so, wie wir die Nachbarschaft, ja Verwandtschaft von beiden historisch beobachtet haben.

In der Einfiihrung des Integrals ist das im Wechsel vom verschwindenden Az zum un-
endlich kleinen dx sehr deutlich. Der Differentialquotient hélt den Grenzwertprozess der
Differenzenquotienten quasi an. Steigungen kénnen nicht mehr nur als Grenzwerte ,jin der
Ferne “ erahnt werden, sie sind wieder Verhéltnisse von — unendlich kleinen — Seiten. Das
Integral kann wieder als Summe begriffen werden. Der Hauptsatz liegt ,auf der Hand".
Die Anschaulichkeit ist wieder da, das Verstdndnis, das oft in Grenzwertprozessen ver-
schwindet, bekommt eine neue Chance. Der abstrakte Grenzwertformalismus erhélt einen
arithmetischen und anschaulichen Nachbarn. Differentiationsregeln miissen nicht mehr
kiinstlich iiber die Hiirde der Grenzwertsitze springen. Sie werden arithmetisch ausge-
rechnet.

9Weitere Beispiele: Hischer dufiert die abwegige Vermutung: ,Der Basisartikel (Baumann und Kirski
2016) mag vielleicht zunéchst den Eindruck erwecken, dass die Autoren fiir eine Behandlung der hyperre-
ellen Zahlen im Unterricht anstelle der reellen Zahlen plddieren, [...]¢ (Hischer (2017), S. 35) Oder: Der
Autor hilt offenbar, das zeigt eine Klammerbemerkung, weiterhin die ,reellen Zahlen* fiir eine ,eine die
Zahlengerade fiillende Punktmenge* (Hischer (2017), S. 35). Die Korpererweiterungen, die er nennt und
zeigen sollen, dass ,mit den reellen Zahlen nicht Schluss ist“, haben, anders als die hyperreellen Zahlen,
mit der Zahlengeraden nichts zu tun.
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Nicht iibersehen werden darf, dass es natiirlich gilt, die Anschauung und die Arithme-
tik der infinitesimalen und infiniten Zahlen, der hyperreellen Zahlen aufzubauen. Dieser
Aufbau darf nicht einfach axiomatisch gesetzt, sondern muss gemeinsam im Unterricht
gefunden, besser: theoretisch erfunden werden. Das richtig zu tun und methodisch zu ent-
wickeln, ist eine Aufgabe fiir die Mathematik-Didaktik. Hier in diesem Text konnten und
sollten nur arithmetische Details sichtbar werden.

Die mathematischen Vorziige von Nonstandard liegen auf der Hand. Denn Nonstandard
ist eine echte Erweiterung von Standard. Uber der reellen Arithmetik erhebt sich nicht
nur die Struktur R, sondern auch *R. Das Angebot *R kann man mathematisch nicht
ausschlagen. Hyperreelle Zahlen ergéinzen die Standardinstrumente und 6ffnen die Tiir zu
einem neuen mathematischen Raum.

Infinitesimalien und infinite Zahlen vertiefen und erweitern die mathematische Anschau-
ung. Historisch haben wir vermutet, dass der Aspekt der Anschauung eine wesentliche
Kraft in der Entwicklung der Analysis im 18. Jahrhundert war. Auch heute ist dieser
Aspekt nicht zu unterschitzen. Er war und ist eine wesentliche Quelle mathematischer
Inspiration.

Nonstandard erweitert und vertieft das mathematische Denken. Das unendlich Kleine, ein
traditionelles, effektives Element des mathematischen Denkens entsteht neu. Nonstandard
hebt mathematische Festlegungen auf, die uns manchmal nicht bewusst sind. Die Zahlen-
gerade ist ein Beispiel dafiir. Sie ist die Identifikation von Zahlen und Punkten, von R und
Gerade, von Arithmetik und Geometrie. Nonstandard befreit das lineare Kontinuum von
der ,Besetzung“ durch Zahlen. Die Zahlengerade wird wieder zum offenen Medium der
Veranschaulichung von Zahlen, auch der hyperreellen Zahlen, als Punkte. Das Kontinuum
ist ,real keine Punktmenge mehr. Setzt man R oder *R als Modell der Geraden, so ist
sie nur theoretisch — und voriibergehend — eine Zahlen- und Punktmenge.

Widerstiande

Wieso, wenn alles so iiberzeugend ist, macht man Nichtstandard nicht schon lingst? Man
muss unterscheiden: In der mathematischen Forschung wird schon lange nonstandard
gearbeitet — von Spezialisten. Von ,allgemeinen* Mathematikern, Dozenten und Lehrern
jedoch wird Nonstandard kaum wahrgenommen oder nicht ernstgenommen. Es scheint
vielmehr Widerstand zu geben. Ich vermute knapp einige Griinde — erinnere aber an die
,Prophetie im Motto dieses Aufsatzes, die wie fiir die Geschichtsschreibung auch eine
Eigenschaft jeder, also auch des folgenden Versuchs einer Gegenwartsbeschreibung ist.

Nonstandard wird oft als nur logische Erscheinung wahrgenommen, da sie in logisch auf-
gefundenen Nichtstandardmodellen stattfindet. Logik genieftt unter Mathematikern eine
eher distanzierte Anerkennung. Man lisst gern ,die Finger davon®. Ein Beispiel lesen wir
in (Behrends (2003)), S. 76).

s gibt einen aus der Modelltheorie entstandenen und vor einigen Jahrzehnten
viel diskutierten alternativen Zugang zur Analysis, in dem die ,unendlich klei-
nen Grofen ein Comeback erleben (die Nonstandard-Analysis). Hauptvorteil
ist, dass man endlich ,versteht‘, was Leibniz und den anderen wohl vorge-
schwebt haben konnte, aufserdem kommt man viel schneller zu den Hauptsét-
zen der Analysis.”

Uber die Diktion hier sehen wir hinweg. Der letzte Teilsatz immerhin ist doch bemerkens-
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wert. Gleich danach schrankt er aber ein:

,Dabei muss man sich allerdings, wenn man alles so streng wie allgemein iiblich
entwickeln mo6chte, sehr ausfiihrlich mit sehr verzwickten Teilen der Modell-
theorie beschéftigen, und deswegen spricht einiges dafiir, dass diese Variante
der Analysis nur eine Episode bleiben wird.*

»S0 streng wie allgemein iiblich® ist nicht wirklich streng, wie K. Kuhlemann (2018b) ana-
lysiert. Ist man streng, so zeigt sich, dass die infinitesimalen und infiniten Zahlen nicht
ausgeschlossen, sondern nur verborgen sind und sichtbar gemacht werden konnen.'? Selbst
wenn etwas modelltheoretisch nachgewiesen wird, ist es nicht notig, Modelltheorie zu be-
treiben, wenn man fundiert arbeiten will. Das Arbeiten im Modell braucht weder Kon-
struktion noch Modelltheorie (vgl. Bediirftig/Murawski (2015), A.5). Es ist befremdlich,
wie hier, ohne den mathematischen Stoff ausreichend zu kennen, Urteile gefillt werden.

Zuvor (S. 75) schon hatte der Autor den Darwinismus zitiert, der in der Mathematik
wie in der Natur die Evolution am Werke sieht, in der durch natiirliche Auslese die gute
Mathematik iiberlebt und die schlechte eine ,Episode® sein ldsst. Wir bemerken, dass
es hier gar nicht um eine andere Mathematik geht, sondern um ihre Erweiterung. Und
wir merken weiter an, dass Auslese in der Mathematik oft weniger mathematisch als von
Mathematikern gesteuert wird.

Logik ist unbequem. Ergebnisse aus der Logik iiber Unvollstindigkeit, Widerspruchsfrei-
heit, Axiomatisierbarkeit, Entscheidbarkeit usw. sind beriihmt, aber irrelevant fiir die
mathematische Praxis. Unabhéingigkeitsresultate wie fiir das Auswahlaxiom und die Kon-
tinuumshypothese sind unangenehm — verunsichern aber nur voriibergehend ein wenig.
Hierher, in die Unabhéngigkeit von den Grundlagen und damit von der Mathematik,
gehort auch die Entscheidung fiir Nonstandard, die man vielleicht félschlich als Entschei-
dung gegen Standard auffasst. Nonstandard und Standard scheint paradox zu sein. Also
beschrankt man sich: auf Standard.

Aus der Mengenlehre kommen quasi ,Glaubenssitze®, die ins mathematische Fleisch und
Blut iibergegangen zu sein scheinen. Wir haben es oben als Fortschritt dargestellt, das
Kontinuum nicht mehr prinzipiell als Punktmenge aufzufassen. Die Punktmengenauffas-
sung aber scheint tief im Unbewussten zu sitzen. Die Zahlengerade, Indiz dafiir, ist all-
tégliches, scheinbar unverzichtbares Instrument. Unsere Grenzwertmathematik iiberzeugt
uns, dass 0,999... = 1 ist und Achilles die Schildkréte iiberholt. Klassische Nullfolgen
sind nicht Null. Punkte sind objektiv und ausdehnungslos. In ihnen ruht der Pfeil. All das
miisste man in Frage stellen. — Uber solche und verwandte Probleme wird in Bediirftig
(2015), und Bediirftig/Murawski (2017) berichtet.

Kurz: Die Erweiterung durch Nonstandard untergriabt Grundvorstellungen, die oft nicht
bewusst sind. Entsprechend ,allergisch® fillt haufig die Abwehr aus.

Weitere Anmerkungen

Ist die Wiederkehr der Infinitesimalien wirklich ein Zuriick, zuriick ins 17. und 18. Jahr-
hundert?

e Gedanklich, anschaulich: Ja!

10K. Kuhlemann priift in (Kuhlemann (2018b) die Strenge des Vorgehens in Analysis I-Lehrbiichern
(incl. Behrends (2003)).
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e Mathematisch: Nein!

Infinitesimalien, die einst Grofen waren, sind heute Zahlen. Thre Grundlage sind die heu-
tigen Mathematischen Grundlagen, Mengenlehre und Logik. Mit modernen Methoden
fiihren sie iiber die reellen Zahlen hinaus in ein neues mathematisches Denken hinein.
,Nichtstandard”“ bedeutet lingst nicht mehr ,nicht Standard®.

Ich merke an, dass das, was ich aus der Praxis der wirklichen Infinitesimalrechnung vor-
gestellt habe, keine Prognose potentiellen Unterrichts ist. Diese Dinge gibt es seit langem
real, auch in Deutschland. Die Autoren Wunderling, Baumann und Kirski veroffentlichen
seit 20 Jahren {iber diesen Ansatz, den sie im Unterricht erprobten und erproben. Im
Jahr 2007 publizierten sie ein Schulbuch ,Analysis als Infinitesimalrechnung” ( Wunderling
2007), ein umfassendes Buch fiir engagierte Lehrer, das nicht in den Rahmen der Richtli-
nien passte und daher keine Verbreitung fand. Im Friihjahr 2018 wird eine iberarbeitete
Fassung bei Springer erscheinen.

Jochen Dérr (Speyer), Christian Kauferstein (Linz am Rhein), Karl Kuhlemann (Han-
nover) und ich arbeiten seit 2014 in Lehrerfortbildungen an diesem Thema. In den drei
letzten Jahren ist diese Arbeit, die philosophisch begann, praktisch geworden. Jochen Dorr
hat seinen Einstieg in die Analysis aus dem Jahr 2015 dokumentiert (Dorr (2017)). Aus
einer Fortbildung im Juni 2017 ist eine Mind Map entstanden (Ludes (2017)), die Stefanie
Ludes vom Institut fiir Lehrerfortbildung in Mainz erstellt hat. Es gab neue erfolgreiche
Unterrichtsversuche, die in einer Lehrerfortbildung (ILF Mainz Nr. 19i502001) vorgestellt
und diskutiert wurden. Unser Konzept ist, Infinitesimalien und Grenzwerte parallel zu
thematisieren. Auch wenn eine grenzwertfreie Analysis moglich ist, die Analysis ist seit
150 Jahren in Grenzwerten geschrieben.

Ich spreche ein ,yvorwirtsgewandtes”

Schlusswort.

Die reellen Zahlen R sind fast 150 Jahre alt. Es geht nicht um die Ablésung durch die
hyperreellen Zahlen *R. R ist der Ausgangs- und Bezugspunkt.

e Es geht mathematisch um die iiberfillige Erweiterung der reellen Arithmetik und
um die Erweiterung der mathematischen Instrumente.

e Es geht didaktisch um eine Alternative und Erginzung im Mathematikunterricht,
die die Probleme der Grenzwerte arithmetisch vermeiden kann.

Was hier aufgeschrieben ist, ist ein weiter, vielfiltiger Uberblick. Didaktische und metho-
dische Ideen und Argumente waren nur angedeutet. Ich habe die Herkunft, die Umgebung
und den Kern eines mathematischen ,Stoffes vorgestellt, der nach intensiver Stoffdidaktik
ruft.

Standard braucht Nonstandard.
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