
dx, dy � aus Geshihte und Gegenwartder In�nitesimalien und GrenzwerteThomas BedürftigGeshihtsshreibung ist rükwärtsgewandte Prophetie.1frei nah Friedrih ShlegelZusammenfassung. Der Text beginnt mit einem knappen Blik auf die Anfänge der In�nite-simalien im 17. Jahrhundert. Im zweiten Abshnitt verfolgen wir das Shiksal des unendlihKleinen ins 19. Jahrhundert, entdeken, wie der sih abzeihnende Grenzwertbegri� aus demIn�nitesimalen hervorgeht und die Grenzwerte die In�nitesimalien shlieÿlih verdrängen. DieRükkehr der In�nitesimalien im 20. Jahrhundert und ihre Wirkung auf grundlegende Vorstel-lungen in Mathematik, Didaktik und Methodik sind Gegenstand eines längeren Abshnitts 3.Wir shildern, woher das In�nitesimale mathematish zurükkommt und wie das geshieht, ent-deken unendlih Kleines in der Shule und mahen erste didaktishe Bemerkungen zum Einstiegin die In�nitesimalrehnung � im Sinne des Wortes. Wir stellen shlieÿlih diesen neuen, im Kernsehr alten, arithmetishen Weg in die elementare Analysis dem Grenzwertweg gegenüber.EinleitungDa Zurükshauen in die Geshihte oft so heikel ist, wie die Zukunft vorherzusagen, habeih diesem Text ein Motto vorangestellt. Es erspart mir dort, wo ih aus der Geshihteder Mathematik berihte, umständlih im Konjunktiv zu sprehen. Es mahnt zugleih,gründlih zu forshen und gewissenhaft zu interpretieren.In�nitesimalien tauhen in der Mitte des 17. Jahrhunderts auf und stammen von Pasal,Newton und Leibniz. Ihr historisher Gebrauh geht vor allem auf Leibniz zurük. Anihn halten wir uns. Heute begegnen uns In�nitesimalien in der elementaren Analysisgewöhnlih nur noh als Shreib�guren wie dx, dy, die keine eigenständige Bedeutunghaben.�In�nitesimal� bedeutet �unendlih klein�. Diese Auskunft über die alten In�nitesimalienaber reiht niht. Ist das In�nitesimale �das Kleinste�? In der Geshihte der Mathematikund Philosophie ging es in der Tat, wenn es um unendlih Kleines ging, um �das Kleinste�,um Atomares � bis Leibniz und Newton kamen. Mit den In�nitesimalien trat etwas Neues,nie da Gewesenes auf:In�nitesimalien sind unendlih klein, aber niht atomar oder, wie es in der Sholastikhieÿ, indivisibel. Sie sind weder Atome noh Punkte.In�nitesimalien sind Streken wie gewöhnlihe Streken und Gröÿen wie gewöhnlihe1�Der Historiker ist ein rükwärtsgekehrter Prophet.� Athenaeum I (1798)1



1 DER ANFANG: LEIBNIZ' INFINITESIMALIEN 2Gröÿen, also teilbar wie andere Kontinua, nur unendlih klein.Leibniz widerspriht Aristoteles, der unendlih Kleines und unendlih Groÿes niht zulieÿ,und bestätigt seine Au�assung des Kontinuums. Er vertieft das geometrishe Kontinu-um um das In�nitesimale und erweitert die alte aristotelishe Anshauung (s. Bedürf-tig/Murawski (2017)).1 Der Anfang: Leibniz' In�nitesimalien�Man muÿ aber wissen, daÿ eine Linie niht aus Punkten zusammengesetztist, auh eine Flähe niht aus Linien, ein Körper niht aus Flähen, sonderneine Linie aus Linienstükhen (ex lineolis), eine Flähe aus Flähenstükhen,ein Körper aus Körperhen, die unendlih klein sind (ex orpusulis inde�niteparvis). (Mathematishe Shriften Bd. 7, S. 273)Zuerst begründet dieses Zitat, was wir oben shon zur Klärung des Begri�s �in�nitesi-mal� bei Leibniz gesagt haben. Was aber sind diese �unendlih kleinen Streken� und�in�nitesimalen Gröÿen�. Gibt es sie? Oder sind sie Einbildungen?Sind In�nitesimalien Fiktionen?Leibniz selbst hat von �Fiktionen� gesprohen (�quantitates �titiae�, s. Knobloh (2016),S. 36 u. S. 128). Die Bedeutung des lateinishen ��tio� ist weit. Sie reiht von�Vorstellung� und �gedanklihe Gestalt� bis�Phantasie� und �Unsinn�.Heute interpretiert man �Fiktion� gern negativ und legt die In�nitesimalien als histo-rishe Verirrung beiseite. In diesem negativen Sinne � von Fiktionen als Erdihtungenirrealer, unsinniger oder gar falsher (�tae) Gebilde � darf und kann man bei Leibnizniht sprehen.Leibniz dahte so:�Man kann somit die unendlihen und die unendlih kleinen Linien � auhwenn man sie niht in metaphysisher Strenge und als reelle Dinge zugibt �doh unbedenklih als ideale Begri�e2 brauhen, durh welhe die Rehnungabgekürzt wird, ähnlih den imaginären Wurzeln in der gewöhnlihen Analy-sis.� (Zitiert nah Beker (1954), S. 165 �.)In�nitesimalien bei Leibniz sind, so meine ih, neue Idealisierungen in der alten Weltder idealen geometrishen Kontinua. Sie bringen eine neue qualitative Dimension in dieAu�assung des Kontinuums, die die rein quantitative Erfassung durh endlihe Gröÿenoder Zahlen erweitert.Wir wollen diese Interpretation weiter stützen und bliken auf die �Ur-In�nitesimalien�im alten harakteristishen Dreiek.2Hervorhebung durh mih



1 DER ANFANG: LEIBNIZ' INFINITESIMALIEN 3
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Abbildung: Charakteristishes Dreiek bei LeibnizDas Dreiek in dieser Abbildung sheint zuerst wie eine Täushung zu sein. Denn In�-nitesimalien kann man niht sehen. Sie sind unendlih klein und keine wirklih �reellenDinge�. Wir nehmen eine Lupe mit unendlihfaher Vergröÿerung zur Hilfe:
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Abbildung: Charakteristishes Dreiek bei LeibnizIst niht diese gedahte Lupe jetzt Fiktion, Phantasie oder Dihtung? Ja und nein. Inseinem Aufsatz �Über die Tehnik der in�niten Vergröÿerung und ihre mathematisheRehtfertigung� hat Karl Kuhlemann (Kuhlemann 2017) gezeigt, dass die �Unendlih-keitslupe� mehr ist. Er beweist, dass die in�nite Vergröÿerung für die Graphen stetigdi�erenzierbarer Funktionen, wie sie in der Shule vorkommen, eine mathematish legiti-me Tehnik ist. Vielleiht kann man es so sagen: Man kann und darf das In�nitesimale,das Gedanklihes und Ideales ist, veranshaulihen. Leibniz hat dies intuitiv getan.Die In�nitesimalien ds, dx sind, auh wenn man sie im eigentlihen Sinne niht �als reelleDinge zugibt�, niht nihts. Davon ist Leibniz überzeugt. Sie haben für Leibniz eine gewisseExistenz:�Dennoh aber werden die ds und dx niht im absoluten Sinne Nihts` sein,



1 DER ANFANG: LEIBNIZ' INFINITESIMALIEN 4da sie zueinander stets das Verhältnis von t : u bewahren, [. . . ℄.�3In�nitesimalien stehen in Verhältnissen zueinander und werden Elemente des Rehnens.An anderer Stelle heiÿt es:�Gegeben sind auh unbestimmbare Gröÿen, und zwar unendlih klein und in�-nitesimal (Dantur et quantitates inassignabiles . . . )�. (Leibniz, MathematisheShriften Bd. 7, S. 68)Leibniz spriht einmal vom �Liht�, das er in dem harakteristishen Dreiek sah. Erentdekte In�nitesimalien während seines Paris-Aufenthalts in einem nahgelassenen Ma-nuskript Pasals, in dem es um den Viertelkreis ging. Es waren, so meine ih, zwei Lihter.Das eine ist die Idee der Verallgemeinerung des harakteristishen Dreieks vom Viertel-kreis auf beliebige Kurven, so, wie sie shon oben in den Abbildungen angewendet ist.Das andere Liht ist das Liht der Existenz.Wir können es so sehen:Das harakteristishe Dreiek ist zwar unendlih klein. Im Endlihen aber spiegelt essih wieder. Die Verhältnisse der unendlih kleinen Seiten zu den endlihen Seitenbilden eine Brüke zwishen der Realität der endlihen Gröÿen und den In�nitesi-malien.Diese Brüke ist der Hinweis auf eine �Realität� der In�nitesimalien � niht nur eineArt �formalistisher� Existenz, die aus ihrer �Konsistenz� im Rehnen kommt. Es ist eine�anshaulihe Existenz�.Den geometrishen Aspekt der In�nitesimalien �nden wir auh deutlih in den historishenPostulaten von Bernoulli 1691, die er in einem Entwurf eines Lehrbuhes formuliert hat(s. Shafheitlin (1924), S. 11).Postulat 1.Eine Gröÿe, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlih kleinereGröÿe, wird weder vermindert noh vermehrt.Postulat 2.Jede krumme Linie besteht aus unendlih vielen Streken, die selbst unendlihklein sind.Postulat 3.Eine Figur, die durh zwei Ordinaten, der unendlih kleinen Di�erenz derAbszissen und dem unendlih kleinen Stük einer beliebigen Kurve begrenztist, wird als Parallelogramm betrahtet.Etwas eigenartig für heutige Ohren ist das �unlogishe� Postulat 1 � und war es auh fürmanhe damaligen. Es war Anlass für heftige philosophishe Kritik bis zur Verspottung,die zwei Jahrhunderte andauerte.Gegen alle Kritik, gerade auh, denke ih, durh die Kraft ihrer anshaulih-arithmetishenExistenz, setzten die In�nitesimalien sih durh. Sie übten eine groÿe Faszination aufdie Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts aus. Niht zuletzt ihre anshaulih-geometrishe Bedeutung spielte eine wesentlihe Rolle beim Siegeszug der In�nitesimalien.Wir fassen zusammen:3Bezeihnungen aus den Zeihnungen für die originalen Bezeihnungen eingesetzt, zitiert nah Beker(1964), S. 163).



2 DAS ENDE DER INFINITESIMALIEN. 5
• Niht nur das Funktionieren, auh die (nur verborgene) Anshauung und Existenzhatten Ein�uss auf die Erfolgsgeshihte der In�nitesimalien.Diese Erfolgsgeshihte ging im Jahr 1872 zuende. In diesem Jahr, das Jahr der Konstruk-tion der reellen Zahlen, kam das Aus � gründlih. So gründlih, dass die In�nitesimalienals mathematishe Elemente vershwanden. Sie wurden mathematish gelösht und geltenheute für viele als Zeugen einer mathematish �nsteren Vergangenheit. In einem Lehrbuhder Analysis lesen wir:�[. . . ℄ heute kann man kaum glauben, dass unendlih kleine Gröÿen bis in dieZeit von Cauhy und Weierstraÿ, also bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts,zum Handwerkszeug der Mathematiker gehörten. Sie sollten [. . . ℄ niemals (!)4die Ausdrüke dy und dx als eigenständige Gröÿen verwenden.� (Behrends(2003), S. 237)Wir kommentieren das niht, sondern verfolgen die Spur der In�nitesimalien weiter. Wiekam es, dass die In�nitesimalien eines Tages vershwanden?2 Das Ende der In�nitesimalien.Wer oder was hat die In�nitesimalien entfernt? Es waren die Grenzwerte. Wo kommendie Grenzwerte her?An vielen Stellen erläutert Leibniz die In�nitesimalien als variable, �beliebig klein� wer-dende Gröÿen. Das erinnert ein wenig an die Grenzwert-Propädeutik, die heute für denMathematikunterriht empfohlen wird. Genauer, erstaunlih genau, sagt es Leibniz 1701so: �Denn anstelle des Unendlihen oder des unendlih Kleinen nimmt man sogroÿe oder so kleine Gröÿen wie nötig ist, damit der Fehler geringer sei als dergegebene Fehler, [. . . ℄ .� (Zitiert nah Jahnke (1999), S. 125)Ist das niht bereits die berühmte Finitisierung des 19. Jahrhundert, die das In�niteder In�nitesimalien �nit erübrigt? Was Leibniz hier sagt, ist in der Tat leiht in unsere

ε, δ-Grenzwerte zu übersetzen:�Denn anstelle des Unendlihen oder des unendlih Kleinen nimmt man sogroÿe oder so kleine Gröÿen (x), wie nötig ist (< δ), damit der Fehler geringersei, als der gegebene Fehler (< ε), [. . . ℄ .�1676 shon hatte Leibniz in De Quadratura (Knobloh (2016)) ganz Ähnlihes gesagt �150 Jahre vor Cauhy.Die Finitisierung wird oft als eine Art Rettung gesehen, die die Analysis nah Jahrhunder-ten fehlender Strenge im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts wieder auf feste Füÿe stellteund die philosophishe Kritik verstummen lieÿ. Als Thomas Sonar die Formulierung inDe Quadratura las, geriet er ins Shwärmen:�Man stelle sih vor, das Werk wäre damals publiziert worden. Dann wären den Ma-thematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf unsiherem Untergrund erspartgeblieben.� (Sonar (2016), S. 65)4(!) im Original



2 DAS ENDE DER INFINITESIMALIEN. 6Ist das wahr?Wir shauen uns zwei späte Stationen der Grenzwerte in den niht ersparten Jahrhunder-ten an: Formulierungen von Cauhy und Weierstraÿ. Cauhy gilt in der Regel als Vaterder sogenannten Finitisierung des In�nitesimalen durh den Grenzwert. Bei ihm �ndetman die ε, δ-Formulierung der Stetigkeit. Cauhy 1821:�Unter dieser Voraussetzung ist die Funktion f(x) zwishen den festgesetztenbeiden Grenzen der Veränderlihen x eine stetige Funktion dieser Veränderli-hen, wenn für jeden zwishen diesen Grenzen gelegenen Wert x der numeri-she Wert der Di�erenz f(x + α) − f(x) mit α zugleih so abnimmt, dass erkleiner wird als jede endlihe Zahl. Mit anderen Worten: Die Funktion f(x)wird zwishen den gegebenen Grenzen stetig in Bezug auf x sein, wenn zwi-shen diesen Grenzen ein unendlih kleiner Zuwahs der Veränderlihen stetseinen unendlih kleinen Zuwahs der Funktion bewirkt.�5 (Zitiert nah Jahnke(1999), S. 196)Was sehen wir? Grenzwert und In�nitesimales in trauter Eintraht. Die Grenzwertvor-stellung erläutert das unendlih Kleine. Das unendlih Kleine verkörpert den Grenzwert.Das eine ist das andere, nur in �anderen Worten�.40 Jahre später, 1861, 11 Jahre vor den reellen Zahlen, formuliert Weierstraÿ so:�Ist f(x) eine Funktion von x und x ein bestimmter Wert, so wird sih dieFunktion, wenn x in x+h übergeht, in f(x+h) verändern; die Di�erenz f(x)−
f(x + h) nennt man die Veränderung, welhe die Funktion dadurh erfährt,dass das Argument von x in x + h übergeht. Ist es nun möglih, für h eineGrenze δ zu bestimmen, so daÿ für alle Werte von h, welhe ihrem absolutenBetrag nah kleiner als δ sind, f(x+h)−f(x) kleiner werde als irgendeine nohso kleine Gröÿe ε, so sagt man, dass dieselbe eine ontinuierlihe Funktion seivom Argument [. . . ℄ .�Das ist perfekt und entspriht unserer gewohnten ε, δ-Formulierung ganz.Aber Ahtung ! Ih habe etwas untershlagen. Das Zitat eben ist nur ein Torso des Origi-nals. Was sagte Weierstraÿ 1861 wirklih? Ih zitiere erneut und vollständig � nah dem1. Satz oben beginnend:�[. . . ℄ Ist es nun möglih, für h eine Grenze δ zu bestimmen, so daÿ für alle Wer-te von h, welhe ihrem absoluten Betrag nah kleiner als δ sind, f(x+h)−f(x)kleiner werde als irgendeine noh so kleine Gröÿe ε, so sagt man,es entsprehen unendlih kleinen Änderungen des Arguments unendlih kleineÄnderungen der Funktion. Denn man sagt, wenn der absolute Betrag einerGröÿe kleiner werden kann als irgendeine beliebig angenommene noh so kleineGröÿe, sie kann unendlih klein werden. Wenn nun eine Funktion so besha�enist, daÿ unendlih kleine Änderungen des Arguments unendlih kleine Ände-rungen der Funktion entsprehen, so sagt man,dass dieselbe eine ontinuierlihe Funktion sei [. . . ℄ .�6 (Zitiert nah Jahnke(1999), S. 236)Diese Formulierung gewinnt gegenüber Cauhy an Formalität. Aber es ist 1861 gedanklih5Hervorhebungen durh mih6Hervorhebungen und Strukturierung durh mih



2 DAS ENDE DER INFINITESIMALIEN. 7und sprahlih wie zuvor � wie bei Leibniz 1701 und bei Cauhy 1821: Die ε, δ-Vorstellungbeshreibt das unendlih Kleine � und umgekehrt. Man sagte Grenzwert und dahte In-�nitesimalien � und vie versa. Vorstellungen, die wir heute klar untersheiden, gehörtenzusammen.Die Zitate lassen, wenn wir genauer hinshauen, folgendes vermuten:
• Man sagte� �kleiner als irgendeine noh so kleine Gröÿe ε� (Weierstraÿ), oder� �kleiner als jede endlihe Zahl ε� (Cauhy)
• und dahte� �kleiner als alle ε�.Wenn wir von heute, aktualisierend, darauf bliken, erkennen wir in der letzten Formu-lierung die De�nition von �in�nitesimal�:� α ist unendlih klein, wenn ∀ε (α < ε).Was war damals o�enbar noh ganz anders als heute? Die mathematishe Sprahe war�nur� eine präzisere Umgangssprahe. Man dahte dialogish, niht logish. Die mathe-matishe Logik, deren Elemente erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts begannen, die ma-thematishen Formulierungen zu strukturieren, gab es niht. Heute sind sie Alltag. Kurz:Die logishe Struktur in den Formulierungen war damals weniger di�erenziert. In unseremBeispiel: Die Vorstellung des Vorgebens von Elementen war niht klar untershieden vonder Vorstellung des Vorgegebenseins �der Elemente�. Aus heutiger Siht: Formulierungenüber In�nitesimalien und Formulierungen über Grenzwerte gingen notwendig ineinanderüber.Formalisiert, nah heutigem Standard, sieht Weierstraÿ' Stetigkeit so aus:
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀h (|h| < δ ⇒ |f(x+ h)− f(x)| < ε).Wenn wir hier wieder genau hinsehen, wird deutlih, dass neben der klaren logishenStruktur in den alten Formulierungen noh weiteres, Entsheidendes fehlte.Betrahten wir die Quantoren ∀ε, ∀h. Was kann �∀ε� bedeuten, woher kommen �alle� h?Worüber erstrekt sih der Quantor ∀, würden wir heute sagen. Dies ist die Frage nahklar umrissenen De�nitions- und Wertebereihen. Das Problem war, sie waren unendlih �und damals gerade dadurh niht klar bestimmt. Unendlihkeit war potentiell und o�en,unendlihe Bereihe von Gröÿen waren niht abgegrenzt. Sie waren unbegrenzt und stetigwie die geometrishe Gerade. Das musste sih ändern:

• Die Finitisierung wartete auf die in�niten Mengen.Die lieÿen niht lange auf sih warten.Wir skizzieren die jetzt folgenden Etappen in knappen Sätzen:
• Cantor führte die unendlihen Mengen ein.
• Die reellen Zahlen wurden 1872 konstruiert.� Die reellen Zahlen wurden in die geometrishe Gerade projiziert.� Die reellen Punkte auf der Geraden wurden zu den Punkten der Geraden erklärt.
• Die Zahlengerade war erfunden.



2 DAS ENDE DER INFINITESIMALIEN. 8Das war das Ende der In�nitesimalien. Denn neben den reellen Zahlen war auf der Zah-lengeraden kein Platz.
• Die In�nitesimalien �elen buhstäblih aus dem Kontinuum heraus.Sie waren plötzlih Fremdkörper, die weg mussten. Cantor shreibt im Jahr 1893 an GiulioVivanti über die In�nitesimalien als�[. . . ℄ papierne Gröÿen, die gar keine andere Existenz haben als auf dem Pa-piere ihrer Entdeker und Anhänger�und vom In�nitesimalen als dem�in�nitären Cholera-Bazillus der Mathematik�. (Zitiert nah Meshkowski (1966),S. 506)Der letzte Angri� spriht für sih. Wenn man an den mathematishen Platonisten Cantordenkt, ist die erste Formulierung niht weniger vernihtend. Seine unendlihen Mengenwaren niht papiern, für ihn waren sie Elemente einer realen Welt realer Ideen. Leibniz,Newton und alle ihre Shüler werden zu Nominalisten gestempelt. Man realisiere dieSituation: Was Cantor seinen unendlihen Mengen, die man keineswegs als �reelle Dingezugeben� muss, platonistish zushrieb, spriht er den In�nitesimalien ab.Cantors Haltung gewann die mathematishe Oberhand: Heute sind dx, dy aus dem Fun-dament der Analysis vershwunden und stehen als reine Shreib�guren nur noh auf demPapier.Was musste niht alles passieren auf dem Weg von Leibniz' In�nitesimalien bis zu denGrenzwerten. Es geshahen Dinge, die 1701 und noh lange danah undenkbar waren.Wir geben wieder nur Stihworte:� Die mathematishe Sprahe musste mathematish-logish werden.� Mengen mussten unendlih undFunktionen in�nite Wertetabellen werden.� Der Zählprozess 1, 2, 3, 4, 5 . . . musste stillstehen. Er �kristallisierte� zur statishenMenge N = {1, 2, 3, 4, 5 . . .}.� Rationale Zahlen wurden Mengen von Paaren natürliher Zahlen.Die Wirkung war:� Folgen wurden Mengen.� Die reellen Zahlen R wurde als Menge von Mengen (Klassen) von Mengen (Folgen)von Mengen (von Paaren natürliher Zahlen) konstruiert.� Sie wurden die lang gesuhten Zahlen, gegen die � als �Grenzwerte� � unendliheFolgen konvergierten.� Die Gerade wurde zur Punktmenge.� Die anshaulih-geometrishe Vollständigkeit wurde mengentheoretisiert.Es war ein langer Weg � und eine Revolution im mathematishen Denken.Wir betonen: Die Grenzwerte haben ihren �siheren Untergrund� erst in den reellen Zah-len gefunden. Bis dahin hatte es zwei volle, mathematish turbulente, Jahrhunderte ge-



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 9brauht.Was hatte Thomas Sonar oben über Leibniz' grenzwertartige Formulierung gesagt?�Man stelle sih vor, das Werk wäre damals publiziert worden. Dann wären denMathematikern einige Jahrhunderte des Arbeitens auf unsiherem Untergrunderspart geblieben.�Eine solhe Aussage kann man nur mahen, wenn man eine komplette Revolution über-geht. Sie ist ein klassishes Beispiel �rükwärtsgewandter Prophetie�, die auh und beson-ders in einem populärwissenshaftlihen Artikel niht erlaubt ist. Einen anderen Kommen-tar dazu lesen wir bereits im Jahr 2009. Herbert Breger hat ihn freundlih so geshrieben(Breger (2009), S. 134):�Was seine [Leibniz'℄ Di�erential- und Integralrehnung anlangt, so kann manihr niht gereht werden, wenn man sie mit der Brille der Mathematik derzweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts betrahtet.�3 Die Rükkehr der In�nitesimalienDie In�nitesimalien waren mathematish vershollen. Im �mathematishen Untergrund�aber � unter Laien, in Medien, bei Shülern, in der Physik und bei Physikern � waren sieweiter präsent. Wir werfen einen Blik in die Shule.3.1 In�nitesimales in der ShuleIn der Shule sheinen die Grenzwerte nur geringe Chanen zu haben, wie die folgendenZahlen aus einer Studie aus dem Jahr 2011 (Bauer (2011)) belegen. Es geht darin umden wohl einfahsten Grenzwert 1 und die nah der Nullfolge ( 1
n
) vielleiht berühmte-ste Folge 0, 999 . . .. Die Frage an 256 Gymnasiasten aus den Klassen 7 bis 12 und 50Mathematikstudierende (nah dem 3. Semester) war, oba) 0, 999 . . . < 1 oder b) 0, 999 . . . = 1ist. So �el die Abstimmung an bayerishen Gymnasien aus:72,2% 31,6 % 3,1 % 4,3 %a) 0, 999 . . . < 1 b) 0, 999 . . . = 1 Enthaltung ungültig

1− 0, 999 . . . unendlih klein 1− 0, 999 . . . = 0Die erste Spalte zeigt bei Shülerinnen und Shülern, tendentiell In�nitesimales zu denken,die zweite weist auf die Grenzwertvorstellung hin.Sieht man sih die Begründungen für b) an, so sind die 31, 6% zu hoh gegri�en. Dennes handelt sih in sehr vielen Fällen um keine wirklihe Entsheidung: �Haben wir malgelernt� ist der Kommentar, der keine Begründung ist. Andere Argumente für die Ent-sheidung für b) sind zum Beispiel� �Weil es fast shon 1 ist.�� �0, 999 . . . = 1 weil die Zahl, die fehlt, so unendlih klein ist.�und begründen eigentlih a). Wir bemerken die �unendlih kleine Zahl� 1 − 0, 999 . . . inder letzten Begründung.



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 10Andere Argumentationen, z.B. gelernte Beweise über 1
3
= 0, 333 . . ., sind Sheinargumen-tationen. Denn sie setzen voraus, was genauso wenig geklärt ist. Die Gegenfrage nämlihwäre, warum niht 0, 333 . . . < 1

3
ist (s. Bedürftig/Murawski (2015), A 2).Shlagend für a) 0, 999 . . . < 1 ist das Argument� 0, 999 . . . ist kein Ganzes,das abgewandelt oft auftritt. Da ist jede mathematishe Gegenargumentation über Grenz-werte sinn- und mahtlos. Grenzwerte werden von Folgen shliht niht erreiht, selbst indiesem einfahsten Fall, wo der Grenzwert 1 vor den Füÿen liegt. Unendlihe Folgen sind� niht nur für Shüler � �kein Ganzes�, sondern potentiell unendlih.Ebenso oft tritt die Vorstellung des In�nitesimalen für die Begründung von a) auf � hierexplizit:� �Weil es fehlt der Zahl 0, 99999999 . . . die Zahl 0, 00000000000..1 um genau 1 zusein.�Man beahte die in�nitesimale Zahl 0, 00000000000..1.Selbst bei Studierenden der Mathematik nah dem 3. Semester, die befragt wurden, istdas Ergebnis ernühternd:a) 0, 999 . . . < 1 b) 0, 999 . . . = 1 Enthaltung ungültig

50% 50% 0% 0%Die Grenzwerte in den Vorlesungen Analysis I und II sheinen wenig eindrüklih gewesenzu sein. Die Begründungen der Studenten für ihre Entsheidungen für a) und b) ähnelndenen der Shüler.Das unendlih Kleine ist den Shülerinnen und Shülern anshaulih und arithmetishniht fremd. Erfahrungen im Unterriht mit In�nitesimalien bestätigen das (Dörr (2017),Baumann/Kirski (2016)). Dagegen haben 90 Jahre Grenzwerte und Analysis in der Shuleund ebenso viele Jahre Didaktik der Analysis o�enbar wenig voran gebraht. Das Unend-lihe der Folgen, das Stetige des Strebens von Werten sheint für Shüler ein o�enerProzess zu bleiben, die Kluft zum Grenzwert tief. Man denke an den langen Weg von derursprünglihen Intuition der In�nitesimalien zu den formalen Grenzwerten. Grenzwertesind der Intuition o�enbar so fern, dass selbst ihr Mathematikstudium sie kaum näherbringt. Die o�zielle Rükkehr der In�nitesimalien in Lehre und Shule, so meine ih, istein Versuh wert. Unten diskutieren wir erste Shritte.3.2 Wo kommt das In�nitesimale mathematish wieder her?Wir kehren in die mathematishe Oberwelt zurük. Woher kommen die untergegangenenIn�nitesimalien zurük in die Mathematik? Wir müssen etwas ausholen.Was war eigentlih passiert? Manhes Detail der Revolution haben wir angedeutet. Wirshauen jetzt von ganz oben auf die Mathematik und mahen uns ein grobes Bild.Die Grundlage der alten Mathematik waren Anshauung und Wirklihkeit � und Philoso-phie, die die Begri�e lieferte. Arithmetik und Zahlentheorie auf der einen Seite, Geometrieund Gröÿenlehre auf der anderen bildeten sih aus. Algebra und Analysis kamen in derfrühen Neuzeit hinzu. Im 19. Jahrhundert geshah die shon viel besagte Revolution.Das Bild der Mathematik änderte sih gravierend. Die Mathematik shuf sih ihre eigenen



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 11Grundlagen, die Mathematishen Grundlagen: Mengenlehre und Logik. Sie begründetendie Arithmetik. Diese sagte, was Folgen und das Kontinuum ist. Die Arithmetisierung,die reine Mathematik, war gelungen. Eine unglaublihe Entfaltung mathematisher Ein-zeldisziplinen setzte ein. Axiomatik, exemplarish in den Grundlagen der Geometrie imJahr 1899 von Hilbert vorgegeben, bildet seitdem den Rahmen der Disziplinen, zu denendie Mathematishen Grundlagen, Mengenlehre und Logik, gehören. Von weit, weit obensieht die Mathematik heute so aus:

WirklihkeitAnshauung Philosophie
Arithmetik✛ ✐ ✶ ✲Algebra Geometrie Analysis Zahlenth.

Mengenlehre Logik❃ ■
Folge✲Kontinuum ✛

InformatikTopologie NumerikDiskr. MathematikStohastikDi�.gleihungenFunktionalanalysis ......... ....

Die Grundlagen der Mathematik sind Mathematik geworden. Die reine Mathematik er-hebt sih über die unreine Wirklihkeit und Anshauung � und ist von der Philosophiegeshieden. Mathematik, früher ontologish gebunden, ist höhere Mathematik, ist Theoriegeworden: ein theoretisher, in sih geshlossener Corpus theoretisher Disziplinen. In denAnwendungen üben sie eine nie da gewesene Wirkung auf die zurükgelassene Wirklihkeitaus. Die verlassene Philosophie steht dem Phänomen �Mathematik� fasziniert gegenüber.Ausgangspunkt der groÿen Entwiklung, das dürfen wir hier niht vergessen, waren dieIn�nitesimalien gewesen. Sie führten die Analysis im 18. und 19. Jahrhundert in groÿeHöhen. Wir haben ihre allmählihe Mutation, so kann man es ausdrüken, zu den forma-len Grenzwerten gesehen, die shlieÿlih ihre in�nitesimalen Vorfahren verdrängten. DieGrenzwerte und ihre begri�ih strenge Klärung führten notwendig in die neuen Mathe-matishen Grundlagen und in eine theoretishe Mathematik. Die Finitisierung mündetein eine phantastishe In�nitisierung.Jetzt können wir klarer sagen, warum wir diesen Einshub gemaht haben: Die neuenFundamente der Mathematik, Mengenlehre und Logik, die erfunden wurden, um die un-klaren In�nitesimalien zu entfernen, sie haben eben diese wieder hervorgebraht. Wie, dassagen wir gleih. Wir beginnen mit einem Beispiel aus der elementaren Praxis, um einenersten Einblik in die neue Mathematik der In�nitesimalien zu bekommen.



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 123.3 Beispiel: IntegralZuerst die üblihe Ansiht aus der Praxis der Einführung des Riemann-Integrals.

11 ♣
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♣

♣
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ba
q q
xx+∆xDies ist eine Momentaufnahme, so denken wir heute, beim Vershwinden der ∆x, verbun-den mit der Vorstellung, dass sih vershwindende Rehtek�ähen in ihrer Summe einerFlähe nähern, deren Inhalt das bestimmte Integral ist.Wir versuhen jetzt, anders zu denken � so wie Leibniz sih die Situation vorstellte. DerUntershied ist äuÿerlih minimal: Aus ∆x wird dx. Wir sind aber niht in einem Prozess,in dem ∆x gegen 0 strebt, sondern sind in einem festen Zustand: dx ist unendlih klein.Wir nehmen uns wieder eine Unendlihkeitslupe und sehen unendlih shmale Streifender Breite dx:
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q q
xx+ dxDie Summe der in�nit vielen, sagen wir µ, Rehtek�ähen ist (bis auf einen unendlihkleinen, reell vernahlässigbaren Untershied) der gesuhte Fläheninhalt, das bestimmte



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 13Integral. Geht das? Ja, wenn man mit in�nitesimalen und in�niten Zahlen rehnen lernt(und es sih um �gutartige� Funktionen handelt).Im Verein mit den reellen Zahlen bilden die neuen Zahlen den Bereih der hyperreellenZahlen. Einige tabellarishe Notizen dazu:
• Begri�e und Bezeihnungen:� dx heiÿt unendlih klein, wenn ∀r ∈ R (dx < r). Wir shreiben dx ≈ 0.� x und x+ dx liegen �unendlih nah� beieinander. Wir sheiben: x+ dx ≈ x.� Wir rehnen: b = a+ µ · dx.� µ ist unendlih groÿ, wenn ∀r ∈ R (µ > r). Wir shreiben µ ≫ 1.� Beshränkte Zahlen sind Zahlen γ mit γ < n für ein n ∈ N.Der Shlüssel für den Übergang vom Hyperreellen zum Reellen ist der
• Standardteil.Jede beshränkte hyperreelle Zahl γ liegt unendlih nah zu genau einer reellen Zahl r:
γ ≈ r. r heiÿt der Standardteil von γ.Damit kann man shon alles mahen. Das Rehnen mit den Shülerinnen und Shülerngemeinsam theoretish zu entwikeln, ist gut möglih. Praktishe Erfahrungen zeigen dies(s. Dörr (2017). Wir gehen unten darauf ein.Wir betrahten ein Beispiel : Der Graph oben stamme von f(x) = x2. Wir setzen a = 0.� Dann ist xk = k · dx und b = µ · dx.� Der Fläheninhalt eines Rehtekstreifens von xk bis xk + dx ist
dx · f(xk) = dx · (xk)

2 = dx · (k · dx)2.� Die Flähe unter der Kurve ist
∑µ

k=1(k · dx)2 · dx = dx3 ·
∑µ

k=1 k
2.� Die Formel für den letzten Term ist:

∑µ

k=1 k
2 = µ(µ+1)(2µ+1)

6
.

• Rehnung:
µ∑

k=1

(k · dx)2 · dx = dx3 ·
µ∑

k=1

k2 =

= dx3 µ(µ+ 1)(2µ+ 1)

6
=

dxµ · dx(µ+ 1) · dx(2µ+ 1)

6
=

=
dxµ · (dxµ+ dx) · (2dxµ+ dx)

6
=

b · (b+ dx) · (2b+ dx)

6
=

=
b · (2b2 + 3b dx+ dx2)

6
=

1

3
b3 +

1

2
b2 dx+

1

6
b dx2 ≈ 1

3
b3 .Man kann so rehnen. Das ist mathematish korrekt und heiÿt �Nonstandard�. Es gibtkeinen Kon�ikt mit der übrigen, alten Mathematik, die �Standard� heiÿt. Was hat sihdenn geändert? Statt mit Di�erenzen ∆x rehnet man mit Di�erentialen dx. An die Stelledes fremden, unarithmetishen Grenzwertprozesses tritt der arithmetishe Übergang zumStandardteil.



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 14Im Kern � mit den Bezeihnungen in den obigen Abbildungen � verläuft für niht-pathologishe Funktionen die De�nition des Riemannshen Integrals grob so:
dx sei unendlih klein, µ, die Zahl der Intervalle, sei unendlih groÿ.Dann ist a+ µ · dx = b, xk = a+ k · dx.Der Fläheninhalt der Streifen ist dx · f(xk).Der Fläheninhalt der Flähe unter der Kurve ist ∑µ

k=0 f(a+ k · dx) · dx.Das Integral ∫ b

a
f(x)dx ist der Standardteil dieser unendlihen Summe.Das Integral ist, so wie es historish war, arithmetish wieder eine Summe � bis auf diein�nitesimale Abweihung. Die Summation ist unendlih und dennoh arithmetish be-rehnet. Hinter der Arithmetik geht die Anshauung niht verloren. Denn hinter demIntegral als Summe steht die anshaulihe Zusammensetzung aus den Flähen der Strei-fen. Das maht manhes durhsihtiger, wie wir weiter unten bei der Betrahtung desHauptsatzes sehen werden.Wie sieht dieser Moment im Grenzwertzugang zum Integral aus? Im Integral als Grenz-wert ist eine Summe niht mehr zu erkennen. Die ∆x-Seite der Streifen und damit dieStreifen gehen im Grenzwertprozess verloren. Das Ziel, die Flähe unter der Kurve undder Grenzwert, ihr Inhalt, ist erreiht. Was aber bedeutet dx?Wir kommen im nähsten Abshnitt zu weiteren wihtigen Punkten im Einstieg in dieDi�erential- und Integralrehnung � und nur um den Einstieg geht es. Hat man dasHandwerk grenzwertfrei, in arithmetisher und zugleih anshauliher Weise gelernt, gehtalles so weiter wie gehabt.3.4 Wie kommen die In�nitesimalien zurük?Jetzt klären wir das Prinzip der arithmetishen Rükkehr der In�nitesimalien. Es bestehtin einer Zahlbereihserweiterung, einer Fortsetzung also der Zahlbereihserweiterungen,die den Mathematikunterriht von Beginn an prägen:

• R wird erweitert zum angeordneten, nihtarhimedishen Körper ∗R der hyperreellenZahlen.Diese hyperreellen Zahlen können wie oben quasi-axiomatish eingeführt werden. IhreHerkunft kann man in der Shule so wenig thematisieren wie die Konstruktion der reellenZahlen. Wir shildern die Herkunft exemplarish und auf die wesentlihen Ideen reduziert.Wie erhält man die hyperreellen Zahlen ∗R? Eigentlih sehr einfah, nämlih logish, nahRobinson (1961):
• Man nehme ein Nihtstandardmodell von R, der reellen Arithmetik.Damit kann man Nihtstandard-Mathematik mahen, so, wie oben angedeutet.Ih skizziere der Vollständigkeit halber die logishe Rezeptur, die das Nihtstandardmodellhervorbringt. Für die arithmetishe Praxis ist die Rezeptur irrelevant.Dies sind die Shritte zum Nihtstandardmodell:� Man nehme den angeordneten Körper R.� Man nehme Th(R), das sind alle arithmetishen Sätze über R.



3 DIE RÜCKKEHR DER INFINITESIMALIEN 15� Man nehme Ψ = Th(R) ∪ {0 < x, 1 < x, 2 < x . . .}.� Jede endlihe Teilmenge von Sätzen in Ψ ist gemäÿ einer Interpretation β mit einemausreihend groÿen β(x) erfüllt.� Man nehme den Endlihkeitssatz. Der sagt:� Es gibt ein Modell B von Ψ = Th(R) ∪ {0 < x, 1 < x, 2 < x . . .}.� Es gilt B |= Th(R) und β(x) > n für alle n.� Man nehme B. B ist nihtarhimedish. Den Grundbereih nenne man ∗R.
• Es gibt unendlih groÿe und unendlih kleine Zahlen.Die mengentheoretishe Rezeptur (Shmieden/Laugwitz 1958, Laugwitz 1986) sieht kurz-gefasst so aus:� Man nehme R.� Man nehme RN, die Menge aller Folgen (an).� Man de�niere eine geeignete Äquivalenzrelation.� Man de�niere ∗R als die Menge aller Klassen.Also man wiederhole im Prinzip das, was man bei der Konstruktion von R aus Q gemahthat. Die Shritte der Konstruktion, die für die Praxis der hyperreellen Zahlen wieder nihtrelevant sind, sind diese:� Man nehme Cof , die Menge aller o�niten Teilmengen von N, das sind die Teilmen-gen, deren Komplement endlih ist.� Cof ist ein freier Filter.� Sei (an) ∼ (bn) ⇔ {n | an = bn} ∈ Cof .� Man nehme das Ideal V = {(cn) | {n | cn = 0} ∈ Cof}.� Man nehme das Zorn'she Lemma.� Man nehme in der geordneten Menge aller feineren Filter als Cof einen maximalenFilter U .� Man nehme das maximale Ideal VU .� Man nehme ∗R = RN/VU .� ∗R = RN/VU ist ein angeordneter, nihtarhimedisher Körper.
• Es gibt unendlih groÿe und unendlih kleine Zahlen.Das ist der Hintergrund, den man für die Praxis so wenig herstellen muss wie den Hinter-grund hinter den reellen Zahlen. Die ersten vier Shritte sind interessant, wenn man eineVerbindung zu den Grenzwerten herstellen will. Dazu mahen wir unten eine Anmerkung.Das sieht entweder sehr logish oder kompliziert mengentheoretish aus, basierend aufdem Auswahlaxiom. Es geht auh ohne diesen Aufwand, in einer konservativ erweitertenMengenlehre. Wenn man nur genau hinshaut, bemerkt man, dass in�nite und in�nite-simale Zahlen in den Axiomatiken, wie sie in der Analysis I-Lehre üblih sind, gar nihtausgeshlossen sind. Sie werden nur niht gesehen werden. (s. Kuhlemann (2018b))



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 164 Erste sto�didaktishe BemerkungenWir setzen den Einstieg in die Di�erential- und Integralrehnung fort, den wir oben mitdem Integral begonnen haben. Wir stellen im ersten Punkt ebenso knapp das Di�erenzie-ren im in�nitesimalen Zugang dar und stellen ihm den Grenzwertzugang gegenüber. DerBegri� der Stetigkeit führt uns in das Problem des Grenzwertbegri�s, das in diesem Zu-sammenhang o�ensihtlih wird, und zeigt die Besonderheit des in�nitesimalen Zugangs.Wir vergleihen dann beide Zugangsweisen. In einem anshlieÿenden Punkt verfolgen wirden in�nitesimalen Ansatz weiter und sehen, wie e�ektiv er ist, wenn es um die Di�e-rentiationsregeln und den Hauptsatz geht. In einigen Anmerkungen, Ergänzungen undAusbliken shlieÿen wir den Abshnitt ab. In allem müssen wir uns sehr kurz fassen, umden Rahmen eines Aufsatzes niht zu sprengen.4.1 Di�erentialquotient und AbleitungEin Bild wie das folgende ist Standard:
f
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f(xo)

x0

∆x
x0 +∆x

∆x
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∆s

✛

✛

✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
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✁
✁

✁
✁

✁
✁✁Das Bild deutet die üblihe Heuristik an. Die Hypothenusen von immer kleiner werden-den Sekantendreieken nähern sih in einem unendlihen Prozess einer Kurve, und wirstellen uns vor, dass die Sekantendreieke im Berührungspunkt der gesuhten Tangen-te vershwinden. Zugleih, so denken wir, strebt der Di�erenzenquotient ∆y

∆x
gegen dieSteigung der Tangente. Das Ziel ist der Grenzwert. Mit der Punktsteigungsformel ist dieTangente bestimmt.Im in�nitesimalen Zugang vershwinden die Sekantendreieke niht in einem Prozess,sondern �enden� quasi in einem unendlih kleinen Dreiek, dem alten �harakteristishenDreiek�, das man sih bis zum Ende des 19. Jahrhunderts vorstellen durfte, das dannverboten wurde und heute mathematish legitimiert ist. Die Idee des unendlih Kleinenkommt von den Shülern.
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Wir erinnern daran, dass die �Unendlihkeitslupe�, die die unendlih kleinen geometri-shen Verhältnisse zeigt, kein methodisher Trik, sondern mathematish begründet ist(Kuhlemann (2018)).Heuristish geht auh diesem Ansatz das Verfolgen eines Prozesses kleiner werdenderSekantendreieke voraus. Ist das unendlih kleine Dreiek aber erst einmal �da�, brauhtder in�nitesimale Ansatz den Prozess niht mehr. Niht allein ein reiner Zahlenwert, derGrenzwert, ist das Ziel, der die Steigung der Tangente angibt. Das Ziel ist hier eine�sihtbare� Steigung, nämlih die der unendlih kleinen Hypothenuse im Sekantendreiek.Sie ist Teil der Tangente und der Kurve. � Wir erinnern uns an Leibniz, der Kurven alsZusammensetzung von unendlih kleinen Linien beshrieb.So vershieden das Denken ist, so wenig untersheiden sih zunähst die beide Zugängeim Rehnen. Gravierend wird der Untershied später, wenn es um die Regeln der Di�e-rentiation geht. Wir wählen das Standardbeispiel f(x) = x2 und führen den bekanntenRehenweg durh, um die Analogie zu zeigen.Der Rehenweg im Grenzwertzugang shlieÿt mit einer GrenzwertbildungBestimmung des Di�erenzenquotienten:
∆y

∆x
=

f(xo +∆x)− f(xo)

∆x
=

(xo +∆x)2 − x2
o

∆x
=

=
x2
o + 2xo∆x+∆x2 − x2

o

∆x
= 2xo +∆x.Bildung des Grenzwert:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
(2xo +∆x) = 2xo.

• Die Ableitung ist:
f ′(xo) = 2xo.Der Zugang über In�nitesimalien dx, dy endet in der Bildung des Standardteils:Bestimmung des Di�erentialquotienten:

dy

dx
=

f(xo + dx)− f(xo)

dx
=

(xo + dx)2 − x2
o

dx
=
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=

x2
o + 2xodx+ dx2 − x2

o

dx
= 2xo + dx.

dx ist unendlih klein:
2xo + dx ≈ 2xo.

• Die Ableitung ist:
f ′(xo) = 2xo.Wir bemerken, dass wir im in�nitesimalen Zugang den Di�erentialquotienten von derAbleitung untersheiden müssen.Der Abbildung entnehmen wir dy = f(xo + dx) − f(x). Da wir mit den in�nitesimalenDi�erentialen rehnen können, erhalten wir den

• Di�erentialquotienten dy
dxund untersheiden davon die

• Ableitung f ′(xo) ≈ dy

dx
:Die Ableitung ist der Standardteil des Di�erentialquotienten.

f ist di�erenzierbar in x0, wenn es diesen Standardteil gibt.Im Grenzwertzugang wird die Ableitung, also der Grenzwert der Di�erenzenquotienten,oft auh �Di�erentialquotient� genannt. Man verwendet die Bezeihnung � dy
dx
�, obwohl dyund dx reine Shreib�guren sind und nur einen Erinnerungswert an die im Grenzwert-prozess vershwundenen Di�erenzen ∆x,∆y besitzen. Der Di�erentialquotient, für denGrenzwerteinstieg ein Relikt aus Leibniz' Zeiten, erhält im in�nitesimalen Zugang mathe-matish legitimiert seine Bedeutung zurük.4.2 StetigkeitIn der Frage, was �stetig� heiÿt, wird die grundsätzlihe Problematik des Grenzwertes deut-lih, und es wird verständlih, wieso man sih auf den �propädeutishen Grenzwertbegri��zurükzieht, ja zurükziehen muss. Weigand (2016) bemerkt, dass man den Grenzwert-begri� im Unterriht eigentlih nur vorbereiten kann, und erörtert die Vorbereitung undzeigt eindrüklihe Beispiele.Stetigkeit ist das Natürlihe. Erst seit im 19. Jahrhundert das Kontinuierlihe mathema-tish in Punkte aufgelöst wurde, ist es nötig, zu sagen, was �stetig� ist. In der Shuleist es daher shwierig, Stetigkeit zu problematisieren und Shüler zu motivieren, sih miteinem konstruierten Problem zu befassen. Denn Shüler denken natürlih, also stetig. Siedenken weniger an Punkte in einer unendlihen Menge von Wertepaaren einer Funktion

f , sondern an die stetige Kurve. Die Kurve ist stetig, wenn sie keine �Sprünge� maht.�Natura non fait saltus.�sagten die Alten seit Aristoteles. Alles andere ist pathologish oder konstruiert.Oder wie kann man Stetigkeit in einem Punkt bezweifeln, wenn man so denkt: �EineFunktion ist stetig, wenn man ihren Graphen mit einem Bleistift ohne abzusetzen zeihnenkann.� Ist das peinlih, wenn man so denkt? Nein. Man denkt so, weil man es so tut.�Puntum in proessu fait lineam.�



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 19sagte man in der Sholastik und dahte an die Bewegung. Zeihnerish: Man setzt einenPunkt und zieht von ihm aus die Kurve � keine Punktemenge. Wie kann da in einemPunkt, den man in die Kurve setzt, etwas Unstetiges sein?Das ist die Problematik der Stetigkeit. Die Grenzwertprozesse, mit denen man auf daskünstlihe Problem losgeht, ersheinen der natürlihen Stetigkeit � künstlih von auÿen �aufgezwungen. Hierin liegt die Ursahe, dass man quasi kapituliert. Man zieht sih auf denpropädeutishen Grenzwert zurük. Wie tut man das? In dem man an die alte, natürliheAnshauung der Linie und Bewegung appelliert: Man lässt den Punkt ��ieÿen�, auf derLinie gegen den Grenzwert �streben� oder �nähert� sih ihm. Wir verfolgen einmal dasStreben und Nähern.Beispiel: Wann ist eine Funktion f stetig in x0?Anshaulih: Wenn x gegen x0 strebt, strebt f(x) gegen f(x0).Numerisher Versuh: Wenn x minimal (δ) von x0 entfernt ist, dann ist f(x)minimal
(ε) von f(x0) entfernt.Beobahtung: Ist xminimal von x0 entfernt, dann gibt es x′, das �minimaler� entferntist. Dann muss auh f(x′) �minimaler� von f(x0) entfernt sein.Das Ziel solher Beobahtungen ist ein prälogisher ǫ-δ-Dialog zwishen Vorgabe eines εund Suhen eines δ. Das Ziel ist die logishe Grenzwertfassung
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x (|x0 − x| < δ ⇒ |f(x0)− f(x)| < ε).Warum ist das Ziel kaum erreihbar? Das stetige Streben wurde zum Dialog. Im Dialogliegt noh ein Prozess, der in die De�nition der Stetigkeit über Folgen führt. Von ihmgeht es weiter in die Statik, die statish-logishe ∀ ∃-Formulierung, die mit der Intuitionder Stetigkeit, des Strebens und Flieÿens, weit entfernt ist. Der letzte Shritt ist groÿ, diemathematishen Voraussetzungen immens. Wie gewaltig, das haben wir oben gesehen, alswir die Er�nder des Grenzwertes, Cauhy und Weierstraÿ, auf ihrem Weg zum Grenzwertverfolgten.Es kommt noh etwas hinzu, das der Intuition der Stetigkeit eines Graphen einer Funktion

f in einem ausgewählten Wert widerspriht. Das Ziel der Charakterisierung der Stetigkeitüber Grenzwerte ist gar niht die Stetigkeit in dem Punkt P = (x0, f(x0)) der Kurve,sondern bei dem Wert x0, also um x0 oder um P = (x0, f(x0)) drumherum.Im in�nitesimalen Zugang passiert hier etwas Besonderes. Man kann eine natürlihe In-tuition von Stetigkeit in einem Punkt erfassen. Der in�nitesimale Zugang akzeptiert dieAu�ösung der Kurve in Punkte und de�niert die Stetigkeit in den Punkten der Kurve. Ererfasst die anshaulihe Vorstellung�f ist stetig im Punkt P = (x0, f(x0)), wenn man beim Zeihnen der Kurve in
P = (x0, f(x0)) niht absetzt.�Wie geshieht das?Wir sehen den reellen Punkt auf dem Graphen.Wenn wir genauer hinsehen, sehen wir diesen Punkt als eine Monade von hyperre-ellen Punkten.Der reelle Punkt wird zum hyperreellen Punkt in dieser Monade:
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x0

f(x0)

f

Pq

reeller Punkt P x0

f(x0)

f

P❧

P als Monade x0

f(x0)

fq❧P

hyperreeller Punkt PDass der Bleistift jetzt im reellen Punkt P niht absetzt, bedeutet, dass der Graph inner-halb der Monade �keine Sprünge� maht:
• De�nition:
f ist stetig in x0, wenn f(x) ≈ f(xo) für alle x ≈ x0.Anshaulih: Alle (x0 + dx, f(x0 + dx)) sind hyperreelle Punkte in der Monade von P .Der numerishe Versuh oben, über minimale Abstände zu sprehen, bekommt jetzt Sinn:Wenn x minimal (dx) von x0 entfernt ist, dann ist f(x) minimal (dy) von f(x0)entfernt.Weierstraÿ hatte dies (1861) so gesagt:�Wenn nun eine Funktion so besha�en ist, daÿ unendlih kleine Änderungen desArguments (dx) unendlih kleine Änderungen der Funktion (dy) entsprehen, sosagt man, dass dieselbe eine ontinuierlihe Funktion sei vom Argument.�Die in�nitesimale De�nition der Stetigkeit ist äquivalent zur ε-δ-De�nition (Laugwitz(1986), S. 126).4.3 Erster VergleihWenn man auf die vorhergehenden Gegenüberstellungen shaut, sheint es so, als wennder Untershied zwishen in�nitesimalen und Grenzwerteinstieg niht so gravierend wä-re. Der Stetigkeitsbegri� maht eine Ausnahme. Hier aber, wie beim Di�erenzieren undIntegrieren, ist von vornherein gravierend:Der Grenzwertzugang ruht weitgehend auf einer di�usen Propädeutik des Grenz-wertbegri�s.Den Grenzwerten stehen unendlihe Prozesse gegenüber, die in der Regel � nihtnur � von Shülern als potentiell unendlih aufgefasst werden.Zwishen den Grenzwerten und den unendlihen Prozessen kla�t eine Lüke (vgl.Bedürftig (2018), Abshnitt 4.).Beim in�nitesimalen Zugang ist das anders.Dem in�nitesimale Zugang liegt eine fundierten Arithmetik zugrunde.Nah der Heuristik, die unendlihe Prozesse beobahtet, fällt die Problematik desUnendlihen weg.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 21Der letzte Satz ist überrashend. Es muss vorsihtiger heiÿen: Die Problematik des Unend-lihen verändert sih. Sie wird in die Arithmetik verlagert, die aber, wenn sie erarbeitetist, das Problem der Unendlihkeit überwunden hat. Denn:Die Unendlihkeit ist in den in�niten und in�nitesimalen Zahlen arithmetish gege-ben.Es geht niht um unendlihe Mengen, um unendlihe Prozesse, die aktual gedaht werdenmüssen. Die Zahlen, mit denen man rehnen kann, sind das Unendlihe. Das ist eine andereSituation. Die Fundierung des Rehnens, der Arithmetik ist ein wihtiger, interessanterund auh Grundkursen mahbarer Gegenstand im Unterriht. Wir gehen unten daraufein.Ein anderes wesentlihes Untersheidungsmerkmal der beiden Zugänge in die Analysiskommt aus der Anshauung � ganz abgesehen von der Problematik des Grenzwertes.Beim Problem der Stetigkeit haben wir das shon bemerkt. Wie ist es beim Di�erenzierenmit der Anshaulihkeit bestellt, die eine wesentlihe Stütze für den Lernenden ist. Obenhaben wir den Prozess der kleiner werdenden Sekantendreieke angedeutet. Wir sehen unsdie beiden �Endergebnisse� an:
f(x0)

x0Sekanten-Dreieke ∆x → 0, �Endstation�
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁

✁
✁
✁

✁
✁

✁✁ xo

f(xo) dx

dyds

dx

xo+dxSekanten-Dreieke ∆x → dx, �Endstation�Denken wir den Prozess der Sekantendreieke zu Ende, dann bleibt im Grenzwertzuganganshaulih nur der Punkt übrig, mit dem man begonnen und in dem die Tangente zubestimmen ist. Für die Shüler, der ein Ende niht denken kann, vershwindet die Anshau-ung der Sekantendreieke im Unendlihen. Was bleibt ist ein Zahlenwert, der Grenzwert,und die Kluft zwishen Prozess und Wert: Der Prozess erreiht den Wert niht.Im in�nitesimalen Zugang bleibt die Anshauung erhalten. Die Heuristik des Prozesseswird mit der Idee, der Vorstellung des unendlih Kleinen abgeshlossen. Das in�nitesi-male Steigungsdreiek ist �da�, in dem man die Steigung sehen und berehnen kann, dieSteigung der unendlih kleinen Hypothenuse, die Teil der Tangente und der Kurve ist.� Wir erinnern uns an Leibniz, der Kurven als Zusammensetzung von unendlih kleinenLinien beshrieb, und daran, dass es mathematish legitim, unendlih Kleines sihtbar zumahen (Kuhlemann 2018a).Wenn man der Veranshaulihung einen Stellenwert im Lernprozess zubilligt, und dies tutwohl jeder, so kann man den in�nitesimalen Zugang als methodish überlegen ansehen.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 22Prozesse wie die problematishen Grenzwertprozesse, die mathematish von groÿer Be-deutung sind, werden hier im Anfang der Analysis niht gebrauht, aber sie gehen nihtverloren.Die Heuristik beginnt mit Prozessen, bevor sie zu den in�nitesimalen Zahlen übergeht. Siebleiben im Unterriht notwendig präsent, wenn es um Näherungen geht oder um die Dar-stellung reeller Zahlen als unendlihe Dezimalbrühe (die jedoh von groÿer Problematiksind (s. Bedürftig (2018), 4.3)). Sie werden zudem interessant, wenn man die Repräsen-tation hyperreeller Zahlen durh unendlihe Folgen thematisieren will, die sih zwanglosund für Shüler interessant aus der 0, 999 . . . = 1-Frage ergibt. Am Ende läuft dies aufdie Äquivalenz von Grenzwert und Standardteil heraus (s. Lingenberg (2019)). In einerAnmerkung zum Shluss dieses Abshnittes gehen wir kurz darauf ein.Wir stellen jetzt die �Endzustände� der Veranshaulihungen des Riemann-Integrals imGrenzwert- und in�nitesimalen Zugang einander gegenüber:

♣
♣
♣
♣

♣

baIntegral standard, �Endstation� 0

11 ♣
♣
♣
♣

♣

ba
q q
xx+ dxIntegral standard, �Endstation� dxHier entspriht das Ergebnis im Grenzwertzugang ganz unserer Vorstellung der Fläheunter der Kurve zwishen a und b. Im in�nitesimalen Zustand bleibt eine Di�erenz zudieser Flähe und in der Tat ist die in�nite Summe der in�nitesimalen Streifen hyperreellund die reelle Flähe �nur� der Standardteil. Der gravierende Vorteil im in�nitesimalenZugang, wie sih beim Hauptsatz herausstellen wird, ist, dass die Summendarstellungerhalten bleibt, die im Grenzwertzugang verloren geht. Dort ist der Fläheninhalt einGrenzwert.4.4 Di�erentiationsregeln, Hauptsatz, sin-AbleitungFür alles weitere in der �In�nitesimalrehnung� sind die Di�erentiationsregeln und derHauptsatz maÿgebend.Dort, wo der Grenzwertformalismus kompliziert, aufwendig und sensibel ist, wird der Vor-teil des Rehnens mit In�nitesimalien sihtbar. Wir führen die Einfahheit des Rehnensan der Kettenregel vor. Seien

y = f(x), z = g(y) di�erenzierbar,
z = ϕ(x) = g(f(x)),
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dy = f(x+ dx)− f(x) , dz = g(y + dy)− g(y) .Dann ist für dx, dy 6= 0

dz
dy

≈ g′(y), dy

dx
≈ f ′(x).Aus dz

dx
= dz

dy
· dy

dx
folgt

• ϕ′(x) = g′(y) · f ′(x) = g′(f(x)) · f ′(x).Die Produktregel kann mit hyperreellen Zahlen shliht errehnet werden, ohne den übli-hen Kunstgri�, den man in der Herleitung mit Grenzwerten brauht.Seien
u = f(x), v = g(x) di�erenzierbar,
z = h(x) = f(x) · g(x) = u · v,Wir rehnen wie Bernoulli 1691 (s. Shafheitlin (1924), S.12):
(u+ du) · (v + dv) = u · v + du · v + u · dv + du · dv.
dz = (u+ du)(v + dv)− uv = udv + vdu+ dudv, also für dx 6= 0

• h′(x) ≈ dz
dx

= u dv
dx

+ v du
dx

+ du dv
dx

≈ f(x)g′(x) + g(x)f ′(x) + du g′(x) ≈ f(x)g′(x) +
g(x)f ′(x),da g(x) di�erenzierbar, also g′(x) reell ist.Eine wesentlihe Rolle für alles weitere spielt der Hauptsatz, dessen Aussage im in�nite-simalen Zugang elementar sihtbar wird:

F

f

x x+ dx

dF

f(x)

Wir sehen
dF = F (x+ dx)− F (x).Da f im Intervall [x, x+ dx] bis auf einen in�nitesimalen Fehler konstant ist, ist
dF ≈ f(x) · dx,also

• F ′(x) ≈ dF
dx

≈ f(x) .Diese Argumentation �nden wir in einer Aufgabenbearbeitung durh einen Shüler imUnterriht von J. Dörr (Dörr 2015, S. 46). Eine grundsätzlihe arithmetishe Vorsiht aberist geboten, da die Relation ≈ bei Division durh in�nitesimale Zahlen niht notwendig



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 24erhalten bleibt. Wenn wir näher auf das Rehnen mit hyperreellen Zahlen eingehen, wirddas ansprehen. Die Rehnung hier aber ist korrekt, wie man wieder sieht : Ist f stetigund dy = f(x + dx) − f(x), so ist das Rehtek dy · dx gröÿer als der in�nitesimaleFehler, der Dreieksinhalt D = dF − f(x) · dx. Mit D < dy · dx, also D
dx

< dy ist
F ′(x) ≈ dF

dx
= f(x)·dx+D

dx
≈ f(x).Im Grenzwertzugang ist der Beweis sehr viel shwieriger. Kern des Beweises ist auhdort die �Idee� ((Behrends (2003), S. 95), die oben shon der Beweis ist, nämlih dieBetrahtung von dF . In (Behrends (2003)) z.B. �nden wir ein ganz ähnlihes Bild wieoben, das Bild 6.25. Hier heiÿt es, dass dF sih �nur unwesentlih von einem Rehtekmit den Seitenlängen dx und (f(x)� untersheidet. �Die präzise Ausführung der Ideemaht keine groÿen Shwierigkeiten.� heiÿt es dort � und geht dann doh über mehr alseine Seite umständliher Abshätzungen. In (Behrends (2003)) steht h statt dx und �nurunwesentlih vershieden� heiÿt ja soviel wie �≈�.Als besonderes Beispiel der E�ektivität des In�nitesimalen, das man mit der Unendlih-keitslupe sihtbar mahen kann, betrahten wir die Ableitung der Sinusfunktion. DiesesBeispiel samt Begründung �nden wir im Buh (Wunderling (2007), S. 281), die allgemeinemathematishe Legitimation gibt Kuhlemann in (Kuhlemann (2017)).

x

0 1

x

P✉
x-Ahse

y = sinx

✲in�nite Vergröÿerung
❂

0

qP
x

dy dx

xDa in der in�niten Vergröÿerung der Kreis lokal gerade wird,
• sehen wir: sin′(x) ≈ dy

dx
= cos(x).74.5 Zur Arithmetik der hyperreellen ZahlenDie Idee des unendlih Kleinen, des In�nitesimalen, ist im Unterriht shnell da.8 Nur, washeiÿt unendlih klein? Das kann man niht vorgeben, sondern gemeinsam im Unterrihtdiskutieren und vereinbaren. Ein anregender Einstieg können die historishen Postulatevon Bernoulli sein, die wir im 1. Abshnitt angegeben haben. DasPostulat 1.Eine Gröÿe, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlih kleinere Gröÿe,wird weder vermindert noh vermehrt.7vgl. Kuhlemann (2017), S. 38Ih verweise hier und für das Folgende auf (Dörr (2017)). Neue Unterrihtsversuhe in Grundkursen,über die auf der Fortbildung �dx,dy � Einführung in die Analysis ohne Grenzwert� (ILF Mainz Nr.19i502001) berihtet wurde, bestätigen dies und die weiteren Hinweise auf die Praxis.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 25fordert zur Diskussion heraus. Wie ist das gemeint? So kann man es (heute) niht sagen.Wie dann?Was wir kennen, ist endlih klein, sehr klein vielleiht, aber wir �nden, da wir im Re-ellen arhimedish denken, immer Kleineres. � An Zahlenbeispielen kann man die Fragedemonstrieren. � Was soll dann �unendlih klein� bedeuten? Auh hier gibt es shnellVorshläge:�Unendlih klein� ist �kleiner als jede Zahl�.Eine unendlih kleine Zahl ist kleiner ist als alle bekannten Zahlen.Eine unendlih kleine Zahl α ist gröÿer als 0, aber kleiner als alle positiven reelleZahlen r.
α ist in�nitesimal, wenn gilt: α > 0 und α < r für jedes r ∈ R, r > 0.Es geht um Zahlbereihserweiterung (vgl. Dörr (2017), Folien 19 bis 28).

dx ist eine neue Zahl, unendlih klein: dx ist unendlih nah bei 0, und niht 0, 2x+ dx istniht 2x, aber 2x+ dx ist unendlih nah bei 2x. 2x ist der Standardteil von 2x+ dx. Dasist die entsheidende Vereinbarung und die zentrale Bezeihnung:
dx ≈ 0, 2x+ dx ≈ 2x.Diese neue Relation zwishen den neuen Zahlen, speziell zwishen den neuen und altenZahlen, muss untersuht werden.Shnell ist klar:

1
dx

> r für jedes r ∈ R. Es gibt unendlih groÿe Zahlen Ω. Wir shreiben Ω ≫ 1Die neuen Zahlen sollen die unendlih groÿen, die unendlih kleinen, die alten reellen Zah-len zusammen und dazu alle algebraishen Verknüpfungen untereinander sein. Es entsteht
∗R, der angeordnete Körper der hyperreellen Zahlen.Im Folgenden sprehen wir der Kürze halber nur von reellen oder hyperreellen Zahlen, dieNull oder gröÿer Null sind.Ist, wenn dx unendlih klein ist, auh dx + dx unendlih klein? Also: Ist 2dx kleiner rfür alle r? Klar: Ist irgendeine beliebige reelle Zahl r gegeben, dann ist 2dx < r, weil
dx < r

2
ist, da r

2
eine reelle Zahl ist. Sind dx und dy unendlih klein, dann ist auh dx+dyunendlih klein. Denn ist z.B. dy < dx, dann ist dx + dy < 2dx und 2dx < r für alle r,wie eben gezeigt. Die gleihe Argumentation wie für 2dx zeigtIst a eine reelle Zahl, dann ist a · dx < r für alle r.Das steht alles shnell da. Für Shüler brauht es dafür dennoh manhes Nahdenken,manhes shriftlihe oder gedanklihe Experiment und die Diskussion. In den Folien in(Dörr (2017)) ist das deutlih sihtbar.Zentral für die Beziehung zwishen alten und neuen Zahlen ist die Eindeutigkeit desRealteils. γ sei eine neue Zahl. Sie soll beshränkt, d.h. kleiner als eine reelle Zahl sein.Kann es sein, dass es zwei reelle Zahlen r1, r2 mit γ ≈ r1, γ ≈ r2 gibt? Dann wäre r1 ≈ r2,also r1 − r2 ≈ 0 unendlih klein. Dem widerspriht, dass r1 − r2 eine reell Zahl ist.Wenn α ≈ β ≈ γ, z.B. α+ dx = β und β + dy = γ, dann ist α+ dx+ dy = γ, also α ≈ γ.

≈ ist eine Äquivalenzrelation.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 26Der Rest dessen, was wir zum Rehnen sagen müssen, ergibt sih aus dem Bestreben, dieneuen Zahlen und das alte Rehnen systematish miteinander zu verbinden. Wir könnendas in Verknüpfungstafeln darstellen, deren Felder jedoh in manhen Fällen niht ein-deutig belegt werden kann. � Die niht in�nitesimalen und niht in�niten Zahlen nennenwir endlih oder �nit. In den Eingangszeilen und -spalten stehen die Gröÿenordnungender Zahlen.
+ un. klein endl. reell unendl.un. klein un. klein endl. endl. unendl.endl. endl. endl. endl. unendl.reell endl. endl. reell unendl.unendl. unendl. unendl. unendl. unendl. − un. klein endl. reell unendl.un. klein un. klein endl. endl. unendl.endl. endl. endl. endl. unendl.reell endl. endl. reell unendl.unendl. unendl. unendl. unendl.
· un. klein endl. reell unendl.un. klein un. klein un. klein un. kleinendl. un. klein endl. endl. unendl.reell un. klein endl. reell unendl.unendl. unendl unendl. unendl. : un. klein endlih reell unendl.un. klein unendl. unendl.endlih unendl. endl. endl. un. kleinreell unendl. endl. reell un. kleinunendl. unendl. unendl.In den niht ausgefüllten Feldern muss man von Fall zu Fall entsheiden. Es ist z.B.

dx · 1
dx

= 1, also eine in�nitesimal Zahl mal einer in�niten Zahl eine endlihe Zahl. Istdas immer so? Was ist mit dx
dxdy

oder dxdy

dx
? Im In�niten und zwishen In�nitem undIn�nitesimalen treten untershiedlihe Ergebnisse auf.Im Unterrihtsgang tauhen lokal Fragen des Rehnens auf, die man dort aktuell diskutie-ren kann. Eine zusammenfassende Klärung der Arithmetik der hyperreellen Zahlen sollteirgendwann sein. Dies, die arithmetishe Grundlage zu legen, ist eine interessante undanspruhsvolle Aufgabe, die gemeinsam mit den Shülern bewältigt werden kann.Niht adäquat bewältigt wird in der Regel, das sei hier wieder bemerkt, der Grenzwertfor-malismus, da die Grenzwertsätze im Unterriht auf einen unklare propädeutishen Begri�zurükgeführt werden � und wohl werden müssen, wie wir oben gezeigt haben.4.6 ErgänzungenWo ist eigentlih die 0, 999 . . . geblieben? Sie führt in eine andere Rihtung, in die Anfängeder Konstruktion der hyperreellen Zahlen und auf den Weg vom potentielle ins aktualUnendlihe.Bei der 0, 999 . . .-Frage anzuknüpfen, ist interessant. Denn man �sieht� quasi, dass esunendlih Kleines gibt. Die Frage, ob 0, 999 . . . kleiner oder gleih 1 ist, ist für Shüler inder 11. Klasse längst niht entshieden, selbst wenn sie �0, 999 . . . = 1 mal gelernt� haben.Für den Lehrer ist es interessant, weil er es vielleiht war, von dem sie es �mal gelernt�haben. Er muss gestehen, dass es auh anders sein kann, wie es anders sein kann, dassman anders rehnen kann, dass 0, 999 . . . < 1 und 0, 999 . . . = 1 ist � und beides Theorie.Letzteres muss man gar niht sagen, da es klar wird: Mathematik ist, wie ein Shüleroben shon argumentierte, niht die Wirklihkeit, da sie so und anders sein kann. Genauhier setzte ihr Unterriht an und hierüber berihteten Christine Hahn und VolkhardtFuhrmann (Speyer) in einer Lehrerfortbildung 2019 (ILF Mainz, Nr. 19i502001).Wie groÿ könnte der Untershied zwishen 0, 999 . . . und 1 sein? �Unendlih klein.� Dashaben wir oben shon gehört, von der <- wie von der =-Fraktion � und man wird es imUnterriht garantiert hören. Aber wie groÿ genau?Dazu gehört nun die genauere Diskussion. Was ist denn 0, 999 . . .? Was heiÿt es, 0, 999 . . .



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 27mit 1 zu vergleihen? Wie groÿ ist die Di�erenz? Ist sie unendlih klein? Was heiÿt �un-endlih klein�?4.6.1 0, 999 . . . < 1.Was ist 0, 999 . . .? Gab es shon Folgen und Reihen im Unterriht? Wenn niht, dann isthier ein Ansatzpunkt.Was heiÿt es, 0, 999 . . . mit 1 zu vergleihen? �Da man aber unendlih viele 9er Stellenhintendran stellen kann, ist diese Zahl immer kleiner als 1.�, sagt ein Shüler. Bei jedem�Hintendran-Stellen� mahen wir im Prinzip den Vergleih. 0, 999 . . . mit 1 zu vergleihen,heiÿt:
0, 9 mit 1, dann 0, 99 mit 1, dann 0, 999 mit 1; . . . zu vergleihen,also eine unendlihe Folge von Vergleihen anzustellen. Wir vergleihen zwei unendliheFolgen
(0, 9; 0, 99; 0, 999; . . .) und (1; 1; 1; . . .).Da
0, 9 < 1; 0, 99 < 1; 0, 999 < 1; . . . ,also jedes Glied der ersten Folge kleiner ist als das entsprehende Glied der zweiten Folge,ist in natürliher Weise
(0, 9; 0, 99; 0, 999; . . .) < (1; 1; 1; . . .).Die erste Folge der Partialsummen ist 0, 999 . . . , (1;1;1; . . . ) eine besondere Shreibweisefür 1.

• Also gilt 0, 999 . . . < 1.Diese Art von Vergleih führt genauso zum Ergebnis 0, 333 . . . < 1
3
.Hier tritt das Problem der unendlihen Folgen, der Unendlihkeit, auf und gibt den An-lass, explizit zu mahen, was man immer shon unausgesprohen tut. Man verwendetunendlihe Dezimalbrühe, periodish und nihtperiodish, man spriht über N, Z und Q.Hier operiert man mit unendlihen Folgen und verwendet sie als mathematishe Objekte,so, als wenn sie fertig, abgeshlossen wären. Aus der potentiell unendlihen Folge

(0, 9; 0, 99; 0, 999; . . . wird die aktual unendlihe Folge (0, 9; 0, 99; 0, 999; . . . ), die man mit ) abshlieÿt. English shreibt man �ehrliher� und allgemein für Folgen:
{a1; a2; a3; . . . }.Es ist paradox, aber man kommt niht daran vorbei, so zu denken Die Pünkthen �. . .�sagen, dass es immer so weiter geht, ohne Ende. } oder ) setzt das Ende.Niht so denken kann man übrigens, wenn wir über unendlihe nihtperiodishe Dezimal-brühe sprehen, etwa über √

2 = 1, 1414213 . . .. Was sagen die Pünkthen �. . .� dann?Nihtperiodish sagt: �niht so weiter� und das ohne Ende. In (Bedürftig (2018), im Punkt4.3) wird dieser �Kunstgri�� diskutiert, der das Denken (niht nur) der Shüler überfordertund ignoriert.Notwendig, wenn es niht shon viel früher im Unterriht geshehen ist, wird das Bewusst-sein, dass wir mit unendlihen Mengen zu tun haben, wenn wir jetzt beginnen, mit Folgen



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 28zu rehnen.4.6.2 Was ist α = 1− 0, 999 . . .!�1− 0, 999 . . .� heiÿt �(1; 1; 1; . . .)− (0, 9; 0, 99; 0, 999; . . .)�. Wir rehnen:
(1, 0; 1, 00; 1, 000; 1, 0000; . . . )

− (0, 9; 0, 99; 0, 999; 0, 9999; . . . )
(0, 1; 0, 01; 0, 001; 0, 0001; . . . ).Das ist die Folge
( 1

10
; 1

100
; 1

1000
; 1

10000
; . . . ).Ergebnis:

α = 1− 0, 999... = (0, 1; 0, 01; 0, 001; . . .) = ( 1
10
; 1
102

; 1
103

; . . .).Wir sehen: Wir können α niht als unendlihe Dezimalzahl shreiben. α ist eine neue,niht reelle, Zahl.4.6.3 Wie groÿ ist α?Zuerst:Es ist α > 0, da
(0, 1; 0, 01; 0, 001; . . .) > (0; 0; 0; . . .).Denn jede Stelle der ersten Folge ist gröÿer als jede der zweiten.Und:
α ist unendlih klein.Was soll das heiÿen?Es geht darum, Vorstellungen zu äuÿern und mathematish zu formulieren. Es wird daraufhinauslaufen: Unendlih klein heiÿt �Kleiner als jede Zahl.� Genauer: �Kleiner als jedebisherige Zahl.� Es geht ja um neue Zahlen.�Kleiner als jede Zahl, die wir uns ausdenken können.� So begründet A. Beutelspaher in([?℄, Frage 61) die �Tatsahe� 0, 999 . . . = 1 . Mathematish ausgedrükt und allgemeinfür Folgen: ∀ε > 0 ∃N ∀n > N (|1− an| < ε). Das ist das klassishe Grenzwertargument,das das unendlih Kleine heute noh weitgehend eliminiert, Cauhy und Weierstraÿ aberniht hinderte, eben dies zugleih zu denken.Hier liegt die Herausforderung, niht für Shüler, aber für uns und unsere Grenzwertbio-graphien. Wir denken uns niht nur eine Zahl aus, sondern wir haben sie �gesehen�: α. Sieunterläuft jedes reelle ǫ, �das wir uns ausdenken können�. Das ist � noh � Behauptung.Damit ist klar, was unendlih klein heiÿen soll:

α ist unendlih klein, wenn α < ǫ für alle reellen ǫ > 0 ist.Oder
α ist unendlih klein, wenn α < 1

10n
für alle natürlihen Zahlen n ist.Wie beweisen wir das?
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α < 1

10
,da ( 1

10
; 1
102

; 1
103

; . . .) < ( 1
10
; 1
10
; 1
10
; . . .).Denn bis auf das erste sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die entsprehen-den der zweiten Folge.

α < 1
102

,da ( 1
10
; 1
102

; 1
103

; . . .) < ( 1
102

; 1
102

; 1
102

; . . .).Denn bis auf die ersten beiden sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als dieentsprehenden der zweiten Folge.
α < 1

103
,da ( 1

10
; 1
102

; 1
103

; . . .) < ( 1
103

; 1
103

; 1
103

; . . .) .Denn bis auf die ersten drei sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die ent-sprehenden der zweiten Folge. usw. usf. . . . . Also
α < 1

10i
für jedes feste i,da ( 1

10
; 1
102

; . . . 1
10i

; 1
10i+1 ; . . .) < ( 1

10i
; 1
10i

; 1
10i

; . . .).Denn bis auf die ersten i sind alle Folgenglieder der ersten Folge kleiner als die entspre-henden der zweiten Folge.Ergebnis: Niht alle, aber fast alle Folgenglieder von α sind kleiner. Das ist der Ansatzeiner De�nition der <-Relation in der Konstruktion der hyperreellen Zahlen über Folgenreeller Zahlen (s. Laugwitz (1986), Kap. 2). α �unterläuft� quasi jede negative Zehnerpo-tenz. Hier liegt die anshaulihe Motivation, die diese theoretishe Festlegung nahelegt.Wir geben noh zwei Beispiele aus der Konstruktion und rehnen ein wenig, verfolgendiesen Weg aber niht weiter, auf den wir durh unsere 0, 999 . . . Frage geführt wurden.4.6.4 Wie rehnet man?Auh
ω = (1

1
; 1
2
; 1
3
; . . .)ist unendlih klein. Die Argumentation ist analog zu der für α.Hier wird die Herausforderung für den Standardmathematiker überdeutlih. Die Nullfolgeunter den Nullfolgen � (1

1
; 1
2
; 1
3
; . . .) = ( 1

n
� ist keine Nullfolge mehr, und mit ihr �fast alle�Nullfolgen.Neben den unendlih kleinen Zahlen gibt es unendlih groÿe Zahlen.

• Ω = (1; 2; 3; . . .) ist unendlih groÿ,denn o�enbar ist (1; 2; 3; . . .) > (n;n;n; . . .) für jedes n � die nähste, aber gleihe Her-ausforderung: Die Arhimedizität ist aufgehoben.Wenn man vernünftig festlegt, wie dividiert wird � jedes Glied der Dividenden-Folge durhdas entsprehende Glied der Divisor-Folge �, ist klar:
ω = 1

Ω
.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 30Auh im Bereih des unendlih Kleinen und Groÿen können wir Zahlen vergleihen. Esist z.B.
α < ω,oder
(1; 2; 3; . . .) = Ω < Ω+ 1 = (2; 3; 4; . . .),wie man sofort sieht, wenn man die zugehörigen Folgen hinshreibt.Und noh eine Übung: Was ist das arithmetishe MittelShlieÿlih berehnen wir das arithmetishe Mittel von 0, 999 . . . und 1:
0,999...+1

2berehnen. Es ist
(0, 9; 0, 99; 0, 999; 0, 9999; . . . )

+ (1, 0; 1, 00; 1, 000; 1, 0000; . . . )
(1, 9; 1, 99; 1, 999; 1, 9999; . . . ).Weiter ist

0,999...+1
2

= (1, 9; 1, 99; 1, 999; . . .) : (2; 2; 2; . . .) =
(1, 9 : 2; 1, 99 : 2; 1, 999 : 2; . . .) = (0, 95; 0, 995; 0, 9995; . . .).Wir stellen fest

• 0, 999 . . . < (0, 95; 0, 995; 0, 9995; . . .) < 1und bemerken, dass im Bereih der hyperreellen Zahlen feiner untershieden wird � überdas Messbare hinaus. Zwishen 0, 999 . . . und 1 liegen unendlih viele hyperreelle Zahlen.Abshlieÿend bemerken wir, dass wir im Shreiben etwas groÿzügig waren. Wir habenmit Folgen gerehnet, und die Ergebnisse sind auh alle korrekt. Eigentlih aber hättenwir mit Klassen von Folgen rehnen müssen. Unsere Folgen oben repräsentieren dieseKlassen. Im Bereih der reellen Zahlen geht man übrigens niht anders vor, wenn manetwa √
2 ·

√
3 =

√
6 wirklih beweisen will. Man wählt Repräsentanten und zeigt dieRepräsentantenunabhängigkeit.Wir bemerken noh, ohne es auszuführen, dass in dem Rehnen mit Folgen immer auhdie Grenzwerte im Gepäk sind. Die Folgen, besser die Klassen von Folgen, sind in derKonstruktion von ∗R hyperreelle Zahlen. Ihr Realteil sind die Grenzwerte dieser Folgen.Nehmen wir das simple Beispiel 0, 999 . . ., d.h. die Folge (0, 9; 0, 99; 0, 999; 0, 9999; . . . ). Sie repräsentiert eine hyperreelle Zahl. Ihr Realteil ist 1, der Grenzwert der Folge (0, 9;

0, 99; 0, 999; 0, 9999; . . . ). Wilfried Lingenberg stellt den Zusammenhang zwishen Realteilund Grenzwert in (Lingenberg (2019)) systematish dar.Der Zusammenhang bietet die Chane, Grenzwertsätze elementar zu beweisen, die sonsterheblihen Aufwand und komplizierte ε-δ-Abshätzungen erfordern. Beispiel:Wenn (an) gegen a 6= 0 konvergiert, dann konvergiert ( 1
an
) gegen 1

a
.Wenn (an) gegen a konvergiert, repräsentiert (an) eine endlihe hyperreelle Zahl

a+ α ≈ a mit in�nitesimalem α.Wir rehnen: ( 1
an
) = 1

(an)
. Also ist 1

(an)
= 1

a+α
≈ 1

a
.Denn 1

a
− 1

a+α
= α

a2+aα
≈ 0.



4 ERSTE STOFFDIDAKTISCHE BEMERKUNGEN 31Wir beshreiben den Weg in die Konstruktion der hyperreellen Zahlen niht weiter undverweisen auf (Bedürftig/Murawski (2019, Kap. 6). Wir brauhen diese Konstruktion imUnterriht auh niht, ebenso wenig, wie man die Konstruktion der reellen Zahlen brauht.Aber ein kleiner Einblik wie der vorgestellte, ausgehend von der 0, 999 . . .-Frage, kannreizvoll sein und e�ektiv für die Idee des unendlih Kleinen, des unendlih Groÿen desaktual Unendlihen � und niht zuletzt für die Idee des Grenzwertes.4.7 Kurze BilanzWir haben nur Andeutungen mahen können und wollen dennoh versuhen, eine didak-tishe Bilanz für den arithmetishen Zugang in die Anfänge der Analysis zu ziehen � imVergleih mit dem Grenzwerteinstieg. Wir haben in einigen Stationen Vergleihe shonangestellt und bemerken noh einmal, dass wir dafür plädieren, Grenzwerte und In�nite-simalien zuzulassen. Auh wenn sih die Wahl der Shüler zu der Seite der In�nitesimalienneigen sollte, was ih für naheliegend halte, wird der �propädeutishe Grenzwertbegri��zumindest eine Stärkung erfahren.Das hyperreelle Rehnen niht zu lehren, sondern zu entwikeln, zu vereinbaren und zulernen, ist siherlih aufwendiger, als mit einem propädeutishen Grenzwertbegri� einzu-steigen, der kein Begri� ist, sondern auf unklare Intuitionen und Beshreibungen baut.Dafür bietet das Rehnen mit den neuen, den hyperreellen Zahlen eine sihere und an-shaulihe Grundlage für alles weitere.Das neue Rehnen ist ein interessantes Thema im Unterriht, das die Shüler weitgehendmitgestalten und diskutieren können. Sie er�nden selbst eine Theorie und verwenden sie,um Änderungsraten, Steigungen, Fläheninhalte und Bilanzen zu erkunden. Sie steigenmit einem selbstgemahten, daher nahhaltigeren Rüstzeug in die Anfänge der Analysisein. Die tehnishen Vorteile dieses Einstiegs sind unübersehbar, wenn wir an die Di�eren-tiationsregeln und den Hauptsatz denken. Wesentlih ist, dass das Rehnen durhgehendvon einer Anshauung begleitet werden kann � aber niht muss. Die lehrreihe, aber kom-plizierte Anshauung etwa bei Di�erentiationsregeln (s. Wunderling (2007)) kann durheinfahes Rehnen abgelöst werden.Die Anshauung, die auh genauso am Anfang des Grenzwertzugangs steht, löst sih je-doh im Prozess der Grenzwertbildung auf und geht so als Hintergrund für die Begri�eweitgehend verloren. Die Grenzwertsätze bleiben so propädeutish wie der Grenzwertbe-gri� selbst. Die Ableitungen von Regeln der Di�erentiation laufen Gefahr, zum reinen,unverstandenen Formalismus zu werden.Diesem Vergleih wird sih niemand wirklih vershlieÿen können. Dennoh gibt es Ge-genstimmen, die an dem Grenzwertzugang festhalten.In der Diskussion sieht es oft so aus, als ob es entweder um In�nitesimalien oder Grenz-werte ginge. Es geht niht um einen �geeigneten Ersatz� (Hisher (2017), S. 35), niht umden �Verziht auf den Grenzwert?�, niht um �Grenzwert vs. Nonstandardanalysis?� oder�Reelle Zahlen vs. hyperreelle Zahlen?�, so die Absatzübershriften in (Hisher (2017), S.32 �35). Damit fällt die Argumentation in sih zusammen � ganz abgesehen von Unter-stellungen und sahlihen Fehlern. Horst Hisher shreibt z.B.: �Die hyperreellen Zahlen`bestehen aus allen �niten (also reellen) und allen in�nitesimalen und in�niten Zahlen.�Das ist fundamental falsh: Die �niten Zahlen sind niht die reellen. Es zeigt, dass derAutor erste einfahe Dinge über die hyperreellen Zahlen niht weiÿ. Er ist niht quali�-



5 SCHLUSS 32ziert, etwas Relevantes über den in�nitesimalen Zugang zu sagen.9 Es geht auh niht um�Ideenrettung� (Hisher (2017), S. 35), da die Idee des Grenzwertes durh In�nitesimaliengar niht gefährdet ist. Das Gegenteil ist der Fall: Der Grenzwertbegri� kann, wie wirsahen, eine Stärkung erfahren durh den neuen Aspekt des Realteils in den hyperreellenZahlen. Im shon zitierten Aufsatz (Lingenberg (2018)) lesen wir über die Äquivalenz vonRealteil und Grenzwert � unter dem Gesihtspunkt der Konstruktion der hyperreellenZahlen aus reellen Zahlenfolgen.Wir haben gesehen, wie In�nitesimalien und Grenzwerte historish lange Zeit miteinanderverbunden waren. Manhe Formulierungen historisher Mathematiker wie Leibniz, Cauhyund Weierstraÿ erinnern an die propädeutish formulierten Grenzwerte im heutigen Un-terriht. Wir können niht erwarten, dass Shüler In�nitesimalien und Grenzwerte gleihbegri�ih trennen können. Mathematishe Logik und Mengenlehre gab es damals in derMathematik niht und gibt es heute in der Shulmathematik niht. Eine Untersheidungin der Shule ist daher niht möglih. Man muss und kann, und das ist eine Chane, mitbeidem rehnen � im doppeltem Sinne.5 ShlussWas bringt Nihtstandard? Warum soll man die Seiten wehseln?Warum Nonstandard?Es geht niht darum, die Seite zu wehseln. Es geht darum, Nonstandard einzubeziehen,Standard um Nonstandard zu erweitern. Wir haben im Elementaren gesehen, wie e�ektivdas sein kann. Der Einstieg in die Analysis kann anders werden. Er muss niht durhdie o�enbaren Shwierigkeiten mit den Grenzwerten belastet sein. Grenzwerte, die manaus Gründen der Vorbereitung auf das Studium und der in Grenzwerten geshriebenenAnalysis niht erübrigen kann, bekommen in den In�nitesimalien ein Gegenüber � etwaso, wie wir die Nahbarshaft, ja Verwandtshaft von beiden historish beobahtet haben.In der Einführung des Integrals ist das im Wehsel vom vershwindenden ∆x zum un-endlih kleinen dx sehr deutlih. Der Di�erentialquotient hält den Grenzwertprozess derDi�erenzenquotienten quasi an. Steigungen können niht mehr nur als Grenzwerte �in derFerne � erahnt werden, sie sind wieder Verhältnisse von � unendlih kleinen � Seiten. DasIntegral kann wieder als Summe begri�en werden. Der Hauptsatz liegt �auf der Hand�.Die Anshaulihkeit ist wieder da, das Verständnis, das oft in Grenzwertprozessen ver-shwindet, bekommt eine neue Chane. Der abstrakte Grenzwertformalismus erhält einenarithmetishen und anshaulihen Nahbarn. Di�erentiationsregeln müssen niht mehrkünstlih über die Hürde der Grenzwertsätze springen. Sie werden arithmetish ausge-rehnet.9Weitere Beispiele: Hisher äuÿert die abwegige Vermutung: �Der Basisartikel (Baumann und Kirski2016) mag vielleiht zunähst den Eindruk erweken, dass die Autoren für eine Behandlung der hyperre-ellen Zahlen im Unterriht anstelle der reellen Zahlen plädieren, [. . . ℄� (Hisher (2017), S. 35) Oder: DerAutor hält o�enbar, das zeigt eine Klammerbemerkung, weiterhin die �reellen Zahlen� für eine �eine dieZahlengerade füllende Punktmenge� (Hisher (2017), S. 35). Die Körpererweiterungen, die er nennt undzeigen sollen, dass �mit den reellen Zahlen niht Shluss ist�, haben, anders als die hyperreellen Zahlen,mit der Zahlengeraden nihts zu tun.



5 SCHLUSS 33Niht übersehen werden darf, dass es natürlih gilt, die Anshauung und die Arithme-tik der in�nitesimalen und in�niten Zahlen, der hyperreellen Zahlen aufzubauen. DieserAufbau darf niht einfah axiomatish gesetzt, sondern muss gemeinsam im Unterrihtgefunden, besser: theoretish erfunden werden. Das rihtig zu tun und methodish zu ent-wikeln, ist eine Aufgabe für die Mathematik-Didaktik. Hier in diesem Text konnten undsollten nur arithmetishe Details sihtbar werden.Die mathematishen Vorzüge von Nonstandard liegen auf der Hand. Denn Nonstandardist eine ehte Erweiterung von Standard. Über der reellen Arithmetik erhebt sih nihtnur die Struktur R, sondern auh ∗R. Das Angebot ∗R kann man mathematish nihtausshlagen. Hyperreelle Zahlen ergänzen die Standardinstrumente und ö�nen die Tür zueinem neuen mathematishen Raum.In�nitesimalien und in�nite Zahlen vertiefen und erweitern die mathematishe Anshau-ung. Historish haben wir vermutet, dass der Aspekt der Anshauung eine wesentliheKraft in der Entwiklung der Analysis im 18. Jahrhundert war. Auh heute ist dieserAspekt niht zu untershätzen. Er war und ist eine wesentlihe Quelle mathematisherInspiration.Nonstandard erweitert und vertieft das mathematishe Denken. Das unendlih Kleine, eintraditionelles, e�ektives Element des mathematishen Denkens entsteht neu. Nonstandardhebt mathematishe Festlegungen auf, die uns manhmal niht bewusst sind. Die Zahlen-gerade ist ein Beispiel dafür. Sie ist die Identi�kation von Zahlen und Punkten, von R undGerade, von Arithmetik und Geometrie. Nonstandard befreit das lineare Kontinuum vonder �Besetzung� durh Zahlen. Die Zahlengerade wird wieder zum o�enen Medium derVeranshaulihung von Zahlen, auh der hyperreellen Zahlen, als Punkte. Das Kontinuumist �real� keine Punktmenge mehr. Setzt man R oder ∗R als Modell der Geraden, so istsie nur theoretish � und vorübergehend � eine Zahlen- und Punktmenge.WiderständeWieso, wenn alles so überzeugend ist, maht man Nihtstandard niht shon längst? Manmuss untersheiden: In der mathematishen Forshung wird shon lange nonstandardgearbeitet � von Spezialisten. Von �allgemeinen� Mathematikern, Dozenten und Lehrernjedoh wird Nonstandard kaum wahrgenommen oder niht ernstgenommen. Es sheintvielmehr Widerstand zu geben. Ih vermute knapp einige Gründe � erinnere aber an die�Prophetie� im Motto dieses Aufsatzes, die wie für die Geshihtsshreibung auh eineEigenshaft jeder, also auh des folgenden Versuhs einer Gegenwartsbeshreibung ist.Nonstandard wird oft als nur logishe Ersheinung wahrgenommen, da sie in logish auf-gefundenen Nihtstandardmodellen statt�ndet. Logik genieÿt unter Mathematikern eineeher distanzierte Anerkennung. Man lässt gern �die Finger davon�. Ein Beispiel lesen wirin (Behrends (2003)), S. 76).�Es gibt einen aus der Modelltheorie entstandenen und vor einigen Jahrzehntenviel diskutierten alternativen Zugang zur Analysis, in dem die unendlih klei-nen Gröÿen` ein Comebak erleben (die Nonstandard-Analysis). Hauptvorteilist, dass man endlih versteht`, was Leibniz und den anderen wohl vorge-shwebt haben könnte, auÿerdem kommt man viel shneller zu den Hauptsät-zen der Analysis.�Über die Diktion hier sehen wir hinweg. Der letzte Teilsatz immerhin ist doh bemerkens-



5 SCHLUSS 34wert. Gleih danah shränkt er aber ein:�Dabei muss man sih allerdings, wenn man alles so streng wie allgemein üblihentwikeln möhte, sehr ausführlih mit sehr verzwikten Teilen der Modell-theorie beshäftigen, und deswegen spriht einiges dafür, dass diese Varianteder Analysis nur eine Episode bleiben wird.��So streng wie allgemein üblih� ist niht wirklih streng, wie K. Kuhlemann (2018b) ana-lysiert. Ist man streng, so zeigt sih, dass die in�nitesimalen und in�niten Zahlen nihtausgeshlossen, sondern nur verborgen sind und sihtbar gemaht werden können.10 Selbstwenn etwas modelltheoretish nahgewiesen wird, ist es niht nötig, Modelltheorie zu be-treiben, wenn man fundiert arbeiten will. Das Arbeiten im Modell brauht weder Kon-struktion noh Modelltheorie (vgl. Bedürftig/Murawski (2015), A.5). Es ist befremdlih,wie hier, ohne den mathematishen Sto� ausreihend zu kennen, Urteile gefällt werden.Zuvor (S. 75) shon hatte der Autor den Darwinismus zitiert, der in der Mathematikwie in der Natur die Evolution am Werke sieht, in der durh natürlihe Auslese die guteMathematik überlebt und die shlehte eine �Episode� sein lässt. Wir bemerken, dasses hier gar niht um eine andere Mathematik geht, sondern um ihre Erweiterung. Undwir merken weiter an, dass Auslese in der Mathematik oft weniger mathematish als vonMathematikern gesteuert wird.Logik ist unbequem. Ergebnisse aus der Logik über Unvollständigkeit, Widerspruhsfrei-heit, Axiomatisierbarkeit, Entsheidbarkeit usw. sind berühmt, aber irrelevant für diemathematishe Praxis. Unabhängigkeitsresultate wie für das Auswahlaxiom und die Kon-tinuumshypothese sind unangenehm � verunsihern aber nur vorübergehend ein wenig.Hierher, in die Unabhängigkeit von den Grundlagen und damit von der Mathematik,gehört auh die Entsheidung für Nonstandard, die man vielleiht fälshlih als Entshei-dung gegen Standard au�asst. Nonstandard und Standard sheint paradox zu sein. Alsobeshränkt man sih: auf Standard.Aus der Mengenlehre kommen quasi �Glaubenssätze�, die ins mathematishe Fleish undBlut übergegangen zu sein sheinen. Wir haben es oben als Fortshritt dargestellt, dasKontinuum niht mehr prinzipiell als Punktmenge aufzufassen. Die Punktmengenau�as-sung aber sheint tief im Unbewussten zu sitzen. Die Zahlengerade, Indiz dafür, ist all-täglihes, sheinbar unverzihtbares Instrument. Unsere Grenzwertmathematik überzeugtuns, dass 0, 999 . . . = 1 ist und Ahilles die Shildkröte überholt. Klassishe Nullfolgensind niht Null. Punkte sind objektiv und ausdehnungslos. In ihnen ruht der Pfeil. All dasmüsste man in Frage stellen. � Über solhe und verwandte Probleme wird in Bedürftig(2015), und Bedürftig/Murawski (2017) berihtet.Kurz: Die Erweiterung durh Nonstandard untergräbt Grundvorstellungen, die oft nihtbewusst sind. Entsprehend �allergish� fällt häu�g die Abwehr aus.Weitere AnmerkungenIst die Wiederkehr der In�nitesimalien wirklih ein Zurük, zurük ins 17. und 18. Jahr-hundert?
• Gedanklih, anshaulih: Ja!10K. Kuhlemann prüft in (Kuhlemann (2018b) die Strenge des Vorgehens in Analysis I-Lehrbühern(inl. Behrends (2003)).
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• Mathematish: Nein!In�nitesimalien, die einst Gröÿen waren, sind heute Zahlen. Ihre Grundlage sind die heu-tigen Mathematishen Grundlagen, Mengenlehre und Logik. Mit modernen Methodenführen sie über die reellen Zahlen hinaus in ein neues mathematishes Denken hinein.�Nihtstandard� bedeutet längst niht mehr �niht Standard�.Ih merke an, dass das, was ih aus der Praxis der wirklihen In�nitesimalrehnung vor-gestellt habe, keine Prognose potentiellen Unterrihts ist. Diese Dinge gibt es seit langemreal, auh in Deutshland. Die Autoren Wunderling, Baumann und Kirski verö�entlihenseit 20 Jahren über diesen Ansatz, den sie im Unterriht erprobten und erproben. ImJahr 2007 publizierten sie ein Shulbuh �Analysis als In�nitesimalrehnung� (Wunderling2007), ein umfassendes Buh für engagierte Lehrer, das niht in den Rahmen der Rihtli-nien passte und daher keine Verbreitung fand. Im Frühjahr 2018 wird eine überarbeiteteFassung bei Springer ersheinen.Johen Dörr (Speyer), Christian Kauferstein (Linz am Rhein), Karl Kuhlemann (Han-nover) und ih arbeiten seit 2014 in Lehrerfortbildungen an diesem Thema. In den dreiletzten Jahren ist diese Arbeit, die philosophish begann, praktish geworden. Johen Dörrhat seinen Einstieg in die Analysis aus dem Jahr 2015 dokumentiert (Dörr (2017)). Auseiner Fortbildung im Juni 2017 ist eineMind Map entstanden (Ludes (2017)), die StefanieLudes vom Institut für Lehrerfortbildung in Mainz erstellt hat. Es gab neue erfolgreiheUnterrihtsversuhe, die in einer Lehrerfortbildung (ILF Mainz Nr. 19i502001) vorgestelltund diskutiert wurden. Unser Konzept ist, In�nitesimalien und Grenzwerte parallel zuthematisieren. Auh wenn eine grenzwertfreie Analysis möglih ist, die Analysis ist seit150 Jahren in Grenzwerten geshrieben.Ih sprehe ein �vorwärtsgewandtes�Shlusswort.Die reellen Zahlen R sind fast 150 Jahre alt. Es geht niht um die Ablösung durh diehyperreellen Zahlen ∗R. R ist der Ausgangs- und Bezugspunkt.
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